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TEMA 1~ LOS NUMEROS REALES

1.1~ LOS NUMEROS REALES. LA RECTA REAL

INTRODUCCION:

Los nimeros racionales:
» Se caracterizan porgue pueden expresarse:
— Enforma de fraccidn, es decir, como cociente de dos ntimeros enteros: x € Q <

a,be Zta{esquex—% b=0

—  En forma decimal: O bien son enteros o bien tienen expresion decimal finita o
periédica.

» Bl conjunto de todos los nimeros racionales se designa por Q. El conjunto Q es denso

en R (al situar todos los nlmeros racionales sobre la recta numérica la ocupan

densamente), Esto quiere decir: Entre dos nlimeros racionales hay infinitos nimeros

1% e

No obstante, en la recta numérica hay infinitos puntos no ocupados por nimeros racionales. A
cada uno de estos puntos ie corresponde un niimero irracional.

racionales. (si xy, X2 € Q = El punto medio:

Los niimero irracionales:
» Se caracterizan porque:
— No pueden expresarse en forma de fraccion.
—  Su expresion decimal tiene infinitas cifras no periédicas.
» El conjunto de todos los nimeros irracionales se designa por L.

Tanto los nimeros racionales como los irracionales se llaman nimeros reales. Ei conjunto de
los numeros reales se designa pm R. Los nimeros reales lienan la recta numérica por eso se la
[lama recta real.

ESQUEMA DE CLASIFICACION DE LOS NUMEROS REALES

NATURALES(N)mo;zL;gg-;JéT ......

ENTEROS (2)
ENTEROSNO NATURALES=-11;"— , Ve
Nieros I\d&leOS .
3 -5
RACIONALES(Q) A
REALES(R) Fracciones: PR
FRACCIONARIOS. Exactos:0,31;...

{Racionales no emeros)

Puros: 7,'1';...
Mixtos:7,3¢....

Nuameros decimales

Periédicos{

[RRACIONALES (1) = NG ;- N ! ifs ; %, decimales no periddicos., ...
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REPRESENTACION SOBRE LA RECTA

1 a representacion de un niimero real sobre la recta se hard de un modo u otro segin el tipo de
numero que sea:

s Entero o decimal exacto: 2;

Fe
T T T T
& 3 24T 1 2 3 4
R 1 REIOUY B ! !
3 3.1 12-7 33 34 3,5 3,6 TT~37 3.8 3.9 4
x | | l | | ] —

* Decimal periédico: Puede expresarse en forma de fraccidn y, de este modo, se representa
dividiendo cada unidad entre las partes que tenga el denominador y tomando tantas de

esas partes como indigue el numerador: 5/6, -8/5

* Racional cuadratico: Construyendo triangulos rectdangulos y teniendo el cuenta el
teorema de Pitdgoras: V2 , J6 10

! z @

Niémeros decimales periédicos o no periodicos : Se representan de forma aproximada
mediante un intervalo de valores: 3,47484950. ... =3,47...

% N R I e I
4 3 2. g 1 23 PR
------------ \\\
| | I T i E |
3 3,1 ,.3,‘?.'/ 33 3.4 35 3,6 3"?&,_‘_3_,8 3,9 4




Tema 1 - Los nimeros reales — Mafeméficas | — 1° Bachillerato _ 3

INTERVALOS Y SEMIRRECTAS

Sirven para expresar tramos de la recta real

NOMBRE SIMBOLO SIGNIFICADO REPRESENTACION
Intervalo abierto (a,b) {x/a<x<b} o
N° comprendidos entreay b . E
Intervalo cerrado [a,b] {x/agx<b}
N° comprendidos entre a y b, - &
€stos incluidos.
Intervalo (a,b] {x/a<x<bh}
semiabierto N° comprendidos entre a y b, g g
incluido b
fa,b) {x/a<x<b}
N° comprendidos entre a'y b, g
incluido a
(-oo,a) { X /X <a } [ o
Semirrecta Ndmeros menores que a ; s
(~eo,2] {x/x<a} _ _
N° menores o iguales que a j =
(a,°) {x/a<x} .
Nameros mayores que a 3
[a,) {x/asx} o
N° mayores o iguales que a =

Nota . Si queremos nombrar un conjunto de puntos formados por dos o més de estos
intervalos, se utiliza el signo U (unién) entre ellos.

ENTORNOS

Se llama entorno de centro a y radio r y se designa E(a,r) al conj unto de puntos (a—r , a+r)

a-r a a+r

Se llama entorno reducido de centro a y radio r y se designa E (a,r) al entorno 2(a,r)
menos el centro(a): E (a,r)=(a—r,a+r)—{a}

r - 3
a~-r a a+r

Se liama entorne por la derecha de centro a y radio r y se designa E¥(a,r} = (a, a + r)
a A4T
Se liama entorno por la izquierda de centro a y radio r y se designa E(a,r)=(a - r, a)

- 0
1 s s = st !

a—-r a
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1.2 - VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL

DEFINICION
El valor absoluto de un nitmero real, a, es el propio niimero a, si es positivo, o su opuesto,
. . a siaz(
-a, i es negativo: la|= .
-a sia<0

(Es decir, consiste en convertirlo en positivo)
DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS
La distancia entre dos puntos “a” y “b” es su diferencia en valor absoluto: la — b

ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

X—a=b=x=a+b
* |x-al=b= = {a-b,a+b} (Dos puntos concretos)
X-a=-b=x=a~-b
X—a=b=x=a+b o
* Ix—-a|<hb= = (a-b,a+b) (El interior)
X—a=-b=>x=a-b
X-a=bm>x=a+b :
¢ |x—-aizb= => (-0, a-b] U [atb,+ee) (El exterior)
X—a=-b=x=a-b

1.3 - RADICALES. PROPIEDADES
DEFINICION DE RAIZ N-ESIMA

Se llama rafz n-ésima de un nimero a v se escribe %/g, a un nimero b que cumple la

siguiente condicién: ¥a =b sj b"=a
2a se llama radical, a radicando y n indice de |a raiz.
PROPIEDADES DE LAS RAICES

Siaz0, ¥a existe cualguiera que sean
Sia <0, solo existe su rafz de indice impar.
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FORMA EXPONENCIAL DE LOS RADICALES

Forma exponencial de radicales %/a™ = a%

PROPIEDADES DE LOS RADICALES

. n«"/a_" =%/a (Para simplificar radicales o reducir a comtin indice)
e
ta  [a

="|—

e Vb

OPERACIONES CON RADICALES

* Suma y resta de radicales : Dos radicales distintos no pueden sumarse si no es
obteniendo sus expresiones decimales aproximadas. Sélo puede sumarse radicales
idénticos. ~

* Producto y cociente de radicales : Para poder multiplicar o dividir dos radicales deben
tener el mismo fndice en la raiz, es decir, debemos expresarlas con el m.c.om de sus
indices. (Aplicar propiedades 1y 4 del apartado anterior),

* Racionalizacién de denominadores : A veces conviene suprimir las raices del
denominador. Para elio hay que multiplicarlo por la expresién adecuada. Naturalmente; el
numerador también se multiplicars por esa misma expresion.

- Para suprimir una rafz cuadrada (aungue esté multiplicada por un nimero), basta
multiplicar numerador y denominador por dicha rafz.

- Para suprimir una raiz n-ésima (aunque esté multiplicada por un nimero), se
multiplica numerador y denominador por ofra raiz n-€sima tal que se complete en el
radicando una potencia n-ésima.

- En una suma de rafces cuadradas, \/;’r \/g, se suprimen los radicaies multiplicando
por el conjugado Ja-b y viceversa.
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1.4 - LOGARITMOS

LOGARITMOS EN BASE CUALQUIERA

Sia>0ya=#1,sellama logaritmo en base a de p, y se designa log , p, al exponente al que
hay que elevar la base a para obtener p. log.p=xea®=p

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

» Ellogaritmodelabasees!: logya=1
¢ Fllogaritmode les0:log,1 =0
» Ellogaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base de la
potencia: log.p =n.log,p
» El jogaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos:
logs (p.q)=log.ptlogaq
¢ FEllogaritmo de un cociente es igual a la resta de los logaritmos:

loga (p/q)=log.p—-logaq
o Ellogaritmo de una raiz es igual al logaritmo del radicando dividido por el indice :

lo
ioga {/—_:-—i—?—g

¢ Cambio de base : El logaritmo en base a de un nimero se puede obtener a partir de
fog p

logaritmos de logaritmos decimales. log.p=
log. a

ALGUNOS LOGARITMOS IMPORTANTES

Se [lama logaritmo decimal de un niimerc p y se designa por log p, al exponente al que hay
que elevar el 10 para obtener p.

logp=x e 10*=p

La tecla “log” nos da el logaritmo decimal del nimero que escribamos en la pantalla a
continuacion.

Se llama logaritmo neperiano de un nimero p y se designa por Ln p, al exponente al que
hay gue elevar el nimero e para obtener p.

Lnp=xee=p

La tecla “Ln” nos da el logaritme neperiano del numero que escribamos en la pantalla a
contingacion.

Un logaritmo en otra base “a” cualquiera (distinta de 10 o e) se puede obtener a partir de
iogaritmos de logaritmos en cualquier base (¢) (En particular, base 10 o base e).

log.p logp Lmp
log.a loga ILna

log.p=
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1.5- EXPRESION DECIMAL DE LOS NUMEROS REALES.
NUMEROS APROXIMADOS.

EXPRESION DECIMAL DE LOS NUMEROS REALES. ERRORES Y COTAS

Al expresar un nimero real con muchas o infinitas cifras decimales, utilizamos expresiones
decimales aproximadas, es decir, recurrimos al redondeo. Al realizar estas aproximaciones
COometemos efrores.

Error absoluto = |Valor real ~ Valor de mediciéni

. Error absoluto
Error relativo= —————

Valorreal

Cotas de los crrores: Niimeros mayores o iguales que el valor absoluto de los errores:
[Error Absoluto] <k |Error relativo] <k

CIFRAS SIGNIFICATIVAS

Cuando utilizamos los ndmeros decimales para expresar mediciones concretas, se deben dar
con una cantidad adecuada de cifras significativas,

Se llaman cifras significativas a aquelias con las que se expresa un nimero aproximado. Sélo
de deben utilizar aguellas cuya exactitud nos conste.

El error absoluto suele ser menor que 5 unidades del lugar siguiente al de la Gltima cifra
significativa utilizada.

El error relative es tanto menor, cuanto mas cifras significativas se utilicen.

NOTACION CIENTIFICA
La notacion cientifica se utiliza para expresar niimeros muy grandes o muy peguefios.

Un namero presto en notacién cientifica consta de :
- Una parte entera formada por una sola cifra que no es el cero(la de las unidades)
- Elresto de las cifras significativas puestas como parte decimal.
- Una potencia de base 10 que da el orden de magnitud del ndmero.

a = Parte entera (sdlo una cifra)
bed..... = Parte decimal
10" = Po'ncia entera de base 10

Sin es pusitivo, el nimero N es “grande”
Sin es negativo, el niimero N es “pequefio”
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Operaciones con nimeros en notacién cientifica

El producto y el cociente son inmediates, teniende en cuenta:
10°. 10° = 107 10°: 10° = 10°

En sumas y cn restas hay que preparar los sumandos de modo que tengan todos la
misma potencia de base 10

Calculadora para la notacién cientifica

e Escritura: 5 74901 X 109 = 574901 EXP 9
2,94 x 10" = 2,94 EXP 13 %
¢ Modo cientifico (SCI) : Hace que la calculadora trabaje siempre con ntimeros en notacién
cientifica y, ademds, con la cantidad de cifras significativas que previamente le hayamos
indicado. (MODE 8 4 = 0.000% ) Para volver a modo normal MODE 9.



EJERCICIOS TEMA 1 — EL NUMERO REAL — MATEMATICAS I — 1°BACH, 1
TEMA 4 — LOS NUWMEROS REALES

o Clasificacién y representacion de nfimeros reales

EJERCICIO 1 : Clasificar y representar los siguientes niimeros: =23 3; -4/5; 4/2; -ﬁ; .28 ; 4,3T; 1,61001....;
¥-125;m-2

EJERCICIO 2 :Clasifica y representa los siguientes ntimeros: -7/3;-3/27 2,34 46 52,34, 21 5/4

»  Operar con niimeros decimales, Paso a fraccién

EJERCICIO 3 : Calcula: 1,42-3,4+2,7
* Intervalos y semirrectas. Valores absolutos

EJERCICIO 4 : Cambiar de notacién (t1p0 de intervalo, significado, representacion...) los siguientes intervalos y
semirrectas:

a) [3,5) b) O ] ¢} “Numeros menores que 7% d){xeR/x22)
-2 3 :
e) E(2,5) Y E*(2,5) 2 E(2.5) k) E'(2,5)

EJERCICIO 5 : Expresa de todas las formas posibles los siguientes intervalos y semirrectas:
a)|x—-3]<4 b)|x+2(>3

* Radicales. Propiedades v operaciones. Racionalizar

EJERCICIO 6 : Realizar las siguientes operaciones con radicales:

a) 5472+ 743 - 6432 +13¢64 - 1875 b) 1/f—ﬁ:i/§ ¢y \14+7-4/81
Zz z
Qs o (22 fVa-45N5 0 l+vaf -k+v2lo-v3) . g =

h)sﬁ—; 0. %-JE%,/E-%/%? DY a0 0740 - 3T 4 3E— 54T -G

y sva’p*{atbic® 3J_ ) 5 ) {15 %/E
a Ry 23 -2 135" V10

8x*? Bxy 3/ 6Ay
3 \5 V 2y 2-!-\/5
) 147 231 P) 22 +1 16 {‘* \/~ 2
z

3 ]"(wzf

§) ~ 243 + Y375 - 381 - L3192 ) u)ﬁ——‘/]—_g+3—-@~ Z 33
. 3 3 4 Wz 243-3

X2y .

3 6 3, 413 3 ) 10 -

w) 3381ab® +533:b? ~ 11324 X ) = z)—
) 3 )\j \/ T #77

a'? - -2

a6 e
D 3a’ = 2)




EJERCJZIOS TEMA 1~ EL NUMERO REAL — MATEMATICAS I 1°BACH. 2
« Logaritimos, Propiedades y operaciones.

EIERCICIO 7 : Resolver las siguientes ecuaciones:

n) log, x =2 b) log,,,32=x c} log, 45 =x d) 2.log(x +3) + Jog 2 = log(3x* + 5)

EJERCICIO 8 : Sabiendo que log 2 = 0,30103... haila:

a) log0,25 blogsiz ¢ log 30,02 d) log (/316

EJERCICIO 9 : Utiliza las propiedades de los logaritmos para calcular el valor de las siguientes expresiones,
4

teniendo en cuenta que log k=12: a) logloge b) log (100.k%)

EJERCICIO 10 : Expresa como un solo logaritmo fa siguiente expresion, uilizando las propiedades de los
logaritrmes: 3log 2 + log 5 + log 515- -log 4
ix

1000

EJERCICIO 11 : Sabiendo que log x = 0,85, calcular log (100x) — log

EJERCICIO 12 : Hallar el valor de la siguiente expresion: log, 16 + log, ~/32 - logs1+log,32

x3.3y

EJERCICIO 13 : Sabiendo que logx =2, logy =3, logz="-1, calcular Iogm-JT_
z

3
EJERCICIO 14 : Si sabemos que log x = 0.9, calcula: log{ioa—log(l OOJ;)
s Erroresy cotas

EJERCICIO 15 : Calcula los errores cometidos y cotas para dichos errores al redondear el niimero 2,387 a las
centésimas.

EJERCICIQ 16 : Calcula los errores y cotas para dichos errores al redondear /2 a las décimas.

EJERCICIO 17 : La poblacién de un pueblo, redondeada a las decenas es de 310 habitantes. Indica los errores
cometidos v cotas para dichos errores.

EJERCICIO 18 : Si aproximamos 10,469 por 10,5, ; Qué error absoluto se comete? ¢Y silo aproximamos por 10,47
;Cuél es mejor aproximacion? Razénalo.

* Notacién cientifica

EJERCICIO 19 : Expresar en notacion cientifica;
a) 57 billones b) 623 cienmilésimas ¢) 0,035 millones

EJERCICIO 20 : Calcular. sin calculadora, dando el resultado en notacién cientifica con tres cifras s gnificativas:

. 5,433.10° - 4,3.10% +23,2.10° b) (2,63.107° + 86.107°).(3.10%) o 3,7.10% =42.10" + 28.10'°
85107 ~456.10™° 2,93.10° 1,2.107*
3,707 —42.10"" +28.10" (2,63.10° +8,6.107).(4.10") 310245107 -3,56.10°
@ o 2 ; 4 g ;
1,210 +5.107° 3,4.107% +7,45.10” 12,34.107 +7,03.10"



Radicales

Extraer todos los fuctores posibles de los siguientes radicales:

S B Y g -
1y Ji% PN =N T
. 3
T o o § ([T
D 5. 48 18) By 1882y
K3 ‘g'rif—| ™ j&~'J1f|D: It_;:l»
47 o Bt am 2Nz
P H
53 5ath 20 Yaaty'et
e 3 b s &, ¢ 1%
&y (98 '’ 2) 3457y s

2
- R &
Ty 2 Tty 23 =N Znen

R T phy
LY —J Bia’y 2 ‘u‘ 7077
1 =S ’
%) 3 857y 29 6., 2
2y
. on’
10) =+ 1086 o
2 I 5m?
| 3 :
13) = A 272’ o= nal
3 2% 7y
|2 S 25
12) = -/ 125mm ° ) W u;
A 1 ﬁ}_.l

15y 4.3 250277

—

16) = 3138
P

My



Introducir dentro del radical todos los factores posibles que se encuentren fuera de él:

35
223
3 %-«!2_
D 2-afa
SELEVEY
63 2%
732y a2y
D ly-3
HIESRI

10 4m-31} 2m*
11) 2a.4/2eb3
1Z) 4. 2xy

» L YE
14y 362 . 4fa
15} ia2m3 -3~.,l wam
10
18y wl—a'2b-3 4abx
2
2226 /1 000a Sty
18) a”x 1. fadxd
19.3 3n3p--.4|’ 2m
20 5:@?5 vﬁfx33?
21y Wet? % ap?
22) 76 334
23 Smn?p® . 2m3np?

24 2e%0e® 37 ¢

Reducir al minimo comun indice los siguientes radicales:

3T

n ¥4 e 03
o5 Y2 .73
o 43, 87 T
N3, Y3285

62 3 Y5,

n4E AT AT
VT YT U

9 Y JE;:E_; Wam
103 Y ay ; Yrade
19 2.3 2 . 3-776 4.4 522
17 Y1se®s? : J70 ¥z
1) ¥8e%> | Y3a'm

%7‘14} NETIE PP ;2-1-3]x7y2

]‘rl’}r 3-1,{ 9«3 Sm 7

1



Sumar los siguientes radicales indicados:
Observacidn: Se recuerda que solamente se puede sumar o restar radicales, si dichos
radicales son #ricarmente semejantes.

% WJ175 4 o 2 - JEE -2-4075

4 afe0 -2 37 + 305 - 35

8 7450 ~ 450 + 380 ~ 5

1
DR LR IR s
pul
[ RV DO
B) — 80 - —-of 83 - = f150
a) 4 G WA g b
3o
I P - AL
14 3
!
1M 245 - =125 - = J1s0
4 2
in Loz - Lo i m e Lgm
- 3 4 é
3 y QP [
1:_?) M,\‘l:"fj "“H'-‘."l’ﬂrj + " J_:_.D + —-a 2?5
4 3 :g 5
13) é-qims ~_-ﬂf?ﬂn Jz 1_7 J218
-
— 3
14y L NERSL +i'3mx w =200
2 3 5

15 454 ~ 24 ¥

16 3775 + 34 + UTE0
i A+ _ijm_,, - 4623

1y 3-alza - 4.3 - 337
19y 2-5/250 - 4:524 - 6316 + Y215

A8 - 33 ¢+ 2-3 6

iy 53 ax - 23 e - 2 sa 4 431018

430w 0 A A - 25 s 33 e

Y e ] ¥ e 1 N v
2y 5-310% + —qr-:j 625 + —-31715 - 43730
i
Wiz




- Mulriplicacion de radicales.

Ei’z.car los siguientes radicales indicados del mismo indice:

2)5'J17><3-
3 2-J15 x 3-410
QS-EX 2--\;;3_

5 %-414 x -§»-¢zz

5) 3.f6 x ~f14 x 2:-4f35

)] ;—‘-\f?l X %«,ﬁ 42 x ;--\f 22
9 12 x ¥9

) %3415 x 12-3/30
2 3 33
10y E-J? x was_

1 338 x 2.3 5 x 4%
1) 3-Jab x 2a-{B

1) x-+ 28 x —;—«f—;&_

152 4e’x = %JF

15) —%xz-m x 9x-2min? x - J0imind
16)%—-1"_3}— % 2- %x % 32 % —2.'5
17y ¥ox 'y = Veix®

1%) %-i}ga’ x 8-33ab
2 1
19 ~3~v3q,’3{43r3 X 2-%){2@" X 3\1{4:[7555

M -2-Ya x %-3&?‘

2 5
w3
25y ° 5y

77 58 W2me® x -3a-ltmtx® x Ym'x

2y 3




- Multiplicar los siguientes radicales compuesios del mismo indice:

-

) [y

ol £ =
SRR LR E
3

) ]12‘@'3 w5 - o

I ER TN

gle-TixkssaT)
T - A7) WT 23]

r — . — £ . —_
Ty BT - 23 T 4T
) — — r,_l — . )
B+ 53 B 35

. o i ol
O[5 =11 )55 -5 T

=
v
T

I.J-I

|

G

4

Loy
=l

>
—-

3

s

5)
—h A

—
wt

w |
—r

-,

e

B

e o
:

;

+
‘r—v.....
<

R
=

%

""-

ad




Dividir los siguientes radicales del mismo indice:

naJs =243 ST

2 2450 « 624 ) &5 + 33
W2 +2:4 11y.2-/3a +10-Ja
123 4.3 1) 757+ 5[y
5 W18 + W25 12) 4x A/ 32 + 2.4 6%

§ 7413 = 2826 14);_-J3xy + %J{
7 -9E =T 15) gabqhz:{"y?z O e 4

g -2 + -3 16y 3-3162° + 4.5 247
17y 2 ¥kt + 33’

18y -2 3550y « -%E!D,u'*fz?
) 23—&@ - 3%‘2—3{;

) -15-‘%{? + Hiex?

21 2-3xy + -3 x?

7. ?\l aboc = —?\} a?b°

2 -2’ - 2 Y
L LRI P

3 4




Dividir los siguientes radicales de distinfo indice:

4y 4 3mt é«,} IPm?

. 3 fo_2 1 %
2 hn" ¥zl o+ Yimwe
P -y ]
0 22y 3’y + Gy
Tyild4al « Hia
. F—fr Lojl as
Bp 3y s~ ET
¥y 3
S i
gy 2 4l + — o 3
N} 1
1 5 1y
10y Z-af 3+ =i
T2 4
e R
11)~s{ + ::'I 4
"\ 5 i’s -
mE [ S
I 95 .
12y —-2 2ty -
4 13
1
13y = ettty +
5 i
12
14]—‘_—.- ;m fup
345

- Racionalizacién: es una operacién que tiene por objeto hacer desaparecer siempre el
radical del denominador.
Racionalizar el denominador de los siguienies coc:em‘es

I¥ Caso: cuando el radical del denominador es de 2% grado, es decir posee como
radical una raiz cnadrada. ' '

3% )
J

>

"‘-l
o
_?‘-’;] =

i}
E

. b a
3} oy -
(- R
o - dax
g = . On
) 3 1 G) piar}
A Zofmn
1 -
B Tyl Bt
Ly -
i3



2% Caso: cuando el radical del denominador es mayor al de 2% grado, es decir radicales
de 3%,4", 5* y mas grado.

1)1 1

3oz 10 W
2 E
3|f4&2 113
™ '\Jga.
N 3o 12
3) 3 9C 12) 5 2
3 8a”h
“gab
% = Ly 2
Yaee ? e
6
B — 3
e ”%—f?;"—e?
5
e
2 uJE?mn
7 Z 18x
=, 9& 16)
’{_1 ?'f32>:35r2
8) —
sa- Y 25%° 1)
}a b5 2
g X
a7

3% Caso: cuando el radical del denominador es un binomio,
J7 -2 34) 19

NERSNGY sz - 443

o T S i)

J— + -f_ ‘ 7..42 -6 E

23}

»45+J_ 287405
mf—f R
J— ‘B }F+3J—_
J_JHJ_ 547+ 4411
F+Jﬁ 32) J5 42471
r+~f_ 4.5 -3.J%
28)~ﬁ+2.ﬁ }SJ_ $.43
JT =5 4§2-3.43

J2-3.05 )DJ_ 3.42
2.2 + 45 2.3 +3.42
245+ 3 4y 4334T

245 -3 2J"+3J_

- N7 -2.47 ﬂ)ﬁ-f“n-ﬁ

507 -2 442 -3.J3
32) S5 32
+2



Definicion de logaritme

.

B2 Calcula x en las signientes expresiones:

a) loggx=12 hj logy x =1 ¢} logsx=-2
d) logyjpx=0 e) loggx=1 f) logx=3
e) logy x=1,5 h) logx=0,4 iy Inx=2

FX Calcula los siguientes Jogaritmos:

a) logy 27

b) logs 625

C) lOg'] 343

I i
d) log, — logs lo —
) logy 2 e) lo 5 f) 8112 7
g) logy 3 h) log; 43 1) logy 9

%3 Calcula la base delos signientes logaritmos:

a) log, 64 = 2. -

b) log, 125=13

c) log, 729 =3

d) log, %: 3

e) log, 51-5: -2

1
A log, —=12
f) log 1

1
g) lng 2:5'_

h) logxé_ﬂ —;—

i) log, 9=4.

(ONVIENE RECORDAR

@ log,P=b ¢ P=ab

var ...

51 © Sellama logaritmo en base @ de un ndmero P, al ndmero al que hay que ele- |-




Propiedudes de los loguritmos

BB ;A qué es igual cada una de estas expresiones? (Tienes que elegir la verdadera entre las tres
propuestas. Séio una de ellas es correcta. )

1) log(a-b)= 2) log _‘;—:
a) loga-logh a) loga-logh
b) log (a + b) p) 2084
log b
c) loga+logh c) logl{a-b)
3) log a"= 4) log a+logh=
a) log (a-n) a) log(a+b)
b) n-loga b) loga-logh -
¢) (log a)" ¢) log (a- b)
5) log Ba = 6) log a~logh=
2) nf] O“_g“a_ ‘ . a) log a
log b
b) log a b) log (a- b)
n : :
c) log a c) log &
P b
7) log 1= 8) log,a=
a
a) ~loga a) Ina
’ Inb
b) 1-loga . b) Inb
* lna
¢) (log a)™! ‘ c)Ina-Inb
9) Iy o= 10) In (a®~ %) =
a)%lnx-&lny a)ZZﬁa—?,lnb
b) +/lnx+iny : b) In(a+b)+In{a-b)
c)é»(lnx-%lny) c)@mﬂf
= In b?




BE Aplica las propiedades de los logaritmos para completar, como en la cuestién a, las siguien-

tes expresiones:

b.c

a2} log, y =loghb+logc—logd b) log, bc® =
bgC %/**
c) log, e = d) log,balc =

e) loga\/g: ' _ f) log,\bc =

E¥ Reduce las siguientes expresiones empleando un solo logaritmo:

a) log, b+2log, c=log, b-c* b)3log, b+2log, c—log,d=
8

¢) 2log, b-;-% log,c = L d) Zlog(b%—c)-l--%log(mT'Zn)

e) ZZoga»lv—;Zogc-»B logmw%logn

¥4 Sabiendo que log 2=0,301 calcula el logaritmo decimal de:

a) 2000 b) /20 ¢) (0,2) d)

FE St log, 3=1,585 calcula:

a) logy 27 b) logy 54 c) logy 40,5
CONVIENE RECORDAR
@ ¢ Propiedades de los logaritmos:
Pag A | 108, (PO)= 108, P = oo |
08, — = e log NP =
gﬂ Q gﬂ




#3 Sabemos que log 2.=0,301 y log 3=0,477

1
a)log—
)827

b) log 4150 =
c) log{1,2)5 =

§2 Expresa en funcién de log 2:

s

. Utiliza estos datos para caleular:

d) log+/0,002 = b) log5=
©) log3| 0 ?;6 d) log 125=

B8 Siloga=k, justifica si son verdaderas o falsas estas igualdades:

a} logaBM\/E::%k

b) logdlaa :'—z—

B2 Utilizala calculadora y los logaritmos decimales o neperianos para hallar:

n3,7 -

In6

a) loge3,7=

b) logy 11,5 =

c) logs 2,3 =

d) lOgQ,S 17=

e} log 387 =

f) log,s 0,002 =




g Ohserva

Para resolver la ecuacién 2°=7.3 tomamos logaritmos decimales o neperianos:

n7.3
=13 =xn2=m73—=x= — = i
) 2 ;

Halla el valor de x uiilizando la calculadora.

1] Aplica el procedimiento del ejercicio anterior para resolver las ecuaciones;

a) 1,57 =4 | b) 0,8 =02
€) 23 =184 d) 4741 =085
e) 0,61%=5 ) - 02" =113
g)ﬁ@fhl | | C %:m

BRf Caleula logy5-logs2 y prueba si se obtiene el mismo resultado con otros ntimeros éualesquiera. '

CONVIENE RECORDAR

PN ]

(XL _J |+ Cambio de base:

?ag 40 log, N = ogy N yconcretamente log, N = " Obien log, N = logN
log;, a Ina loga




Ecunciones loguritmicas

=1 Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:

aylog(x—1) +log (x+60)=log 3x+72) b} log (x+2) +log (x+3)=log (Tx + 6)
) log (2x—1) +log (x +2) = log 3 d)2log{x+3)+ log 2 = log (3x*+5)
e)2log (2x+3)=0 f) log (2 + 1) —log (o~ 1) =log 13~ log 12

g)log (x+7) +log (x— 1)~ log (x~3) = log 33 | h} log (3x+2)—log (x +4) = log (2x +3) ~ log (x + ©)

i) “;" log x=log (x-2) i) log (x+3)+log (x—3)—log T=log (x+ 1)~ log 5

k)% log (3x + 1) = log (3x—1) D) log (x+3)- %‘ log (x—-6)=1




£F Resuelve 1os s guientes sistemas:

logx+logy=1

a)

X
— =5
¥

s

x+y=22
b) ’
logx—logv=1

) logx+logy=3
[ M
x+y=70

logx+logy=73
d)
logx—logy=1

2 2:
e){x y? =21

logx+3logy=5

f) 2
logx+logy=1 log—i"—-&
}?
2% 4+2¥ =10 h 2*+5' =9
zx—y = 4 . ) 2){—1 +5)’+1 — 9

i)

2log, (4-y)=1
log_,,(4+x) =7

log(x+y)=log{x—vy)=log 5
iy 2>
9y




Repuso

BE Bstas graficas corresponden a funciones del tipo de las que has representado en este cuaderno.

Asocia a cada una de ellas su correspondiente expresién analitica gue es alguna de estas:

, —4 . ‘ 1

a)y= xz b) y=~2x+4 e} y= 3 Qy=-x"+7 si €[0,)
¥

e)y=2,2" f)y=|x-3| o) y=logs x hyy=5-0,7"

, 1 ] : 1.~
)y 14— i) y=logos x k) y=-—x+1 Dy==(x-2)"-2
x+2 4

j I
] /
) i \ /’
My I / UEEp =
o) h / //
2 7
» / g 7 1
h » é [ (¢
b TTNT S
T 3
T 5 i
i N N
] \A ) “\"‘---._.
7 \ iz // _]_""--.. . ‘_'
| ~ -
! ) L D!
L~
/1/
E
\
\ & .
A \\\ 4 .
SR 2 2
= \
6 \ é £
]
T _% I
@ Ty
I \ =
& ——— ? ! T Tk
Fa 2\\ | -h \2
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TEMA 2- ALGEBRA

2.1 - FACTORIZACION DE POLINOMIOS

LA DIVISIBILIDAD EN LOS POLINOMIOS

Un polinomic P(x) es divisible por otro polinomio Q(x) cuando el cociente
P(x):Q(x} es exacto. En tal caso, P(x) : Q(x) = C(x) y por tanto, P(x) se puede
descomponer en producto de Q(x) por C(x). Es decir, P(x) = Q(x).C(x). Los polinomios
Q(x) y C(x) se llaman divisores de P(x).

Un polinomio se dice que es irreducible cuando ningin polinomio de grado inferior
es divisor suyo.

PROCEDIMIENTO PARA FACTORIZAR UN POLINOMIO

e Sacar factor comim

* Sies de grado mayor o igual que tres: Regla de Ruffini (Probar con los divisores del
término independiente)
o Siesdegrado dos:
- Recordar los productos notables; a® + 2ab + b’ = (a + b)?
a’- 2ab+b’ = (a—b)
a*—b*=(a+b)a-b)
- Resolver la ecuacion de segundo grado: ax® + bx + ¢ = a.(x — x; .(X - X3)

2.2 - FRACCIONES ALGEBRAICAS
DEFINICION

P&
Qx)

Se [lama fraccién algebraica al cociente de dos polinomios:

SIMPLIFICACION

Si el numerador y el denominador de una fraccidn algebraica se pueden dividir por
un mismo polinomio, al hacerlo se simplifica la fraccidn:

Si dividimos numerador y denominar por su m.c.d se obtiene la fraccién
irreducible.

FRACCIONES EQUIVALENTES

P) _R()

o6 50 © P(x)S8(x) = Q(x).R(x)

Dos fracciones son equivalentes :
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REDUCCION A COMUN DENOMINADOR
‘«

Si tenemos varias fracciones algebraicas, podemos obtener otras que, siendo
respectivamente equivalentes a las primeras, tengan entre sf el mismo denominador. Se
dice, entonces, que se han reducido a denominador comiin.

OPERACIONES CON FRACCIONES

Para sumar(restar) fracciones algebraicas, se reducen a coman denominador (si no
lo estan ya) y se suman(restan) sus numeradores.

El producto de dos fracciones algebraicas es el producto de sus numeradores
partido por el producto de sus denominadores.

P(x) . Q()

La fracci6n inversa de ——- es ———= pues su producto es 1.

Q) P( )

El cociente de dos fracciones algebraicas es igual al producto de la primera por la
inversa de la segunda,

3.3 - RESOLUCION DE ECUACIONES

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO. NUMERO DE SOLUCIONES
Una ccuacion de segundo grado es de la forma ax* +bx +¢=0 cona#0

Namero de soluciones; Llamamos discriminante A = % — dac
¢ SiA>) = Dos soluciones distintas

e SiA=0 = Una solncidn doble

e SiA<() = No tiene solucidn

RESOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
-bx '\/ b? —4ac

» Incompletas : Sib=0 ax® + c=0 Se despeja x* y luego se hace la raiz
Sic=0 ax’+bx=0 Se saca factor comin la x y luego cada
uno de los productos se iguala a cero y se obtienen las soluciones.

o  Completa: ax* +bx + c=0=>x=

ECUACIONS BICUADRATICAS ax*+bxl+e=10

Se hace un cambio de variable x* =t
Se resuelve la ecuacién de segundo grado en't
Se calcula las x como larafz de t
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ECUACIONES CON RADICALES

Si sélo hay una rafz: Se aisla la raiz en un miembro de la ecuacion y se elevan
ambos miembros al cuadrado.

Si hay més de una rafz: Se afsla una rajz en un miembro de la ecuacion y se
elevan los dos miembros al cuadrado. Esto habrd que hacer tantas veces como rajces
tenga.

Nota : Al elevar al cuadrado se duplican las soluciones, por tanto es necesario
comprobar las soluciones en la ecuacién inicial. ‘

RESOLUCION DE ECUACIONES CON “x” EN EL DENOMINADOR

- Hacer comin denominador
Eliminar denominadores
Resolver la ecuacitn lineal obtenida
Comprobar las soluciones

ECUACIONES DE GRADO MAYOR QUE DOS

Se factoriza (Utilizando sacar factor comun, productos notables, ecuaciones de
segundo grado, Ruffini } y luego se iguala cada factor a cero.

ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

x—a=b
|X—a|:b{
Xx—a=-b

ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS
Ecuaciones exponenciales son aquellas eﬁ la que la incOgnita esta en ¢l exponente.

¢ Sino hay sumas :
e Si se pueden poner todos en funcién de lamisma base 18" =2’ => x =y
« Si no se pueden poner todos en funcion de la misma base: Tomar logaritmos
ca"=b=>loga*=logb=xloga=logb=>x= logh
: loga
» Sihaysumas: Cambio de variable a*=t
Resolver la ecuacién ent
Calcular la x
Ecuaciones logaritmicas son aquellas en las que la incognita estd en una expresion
afectada por un logaritmo.

Utilizar las propiedades de los logaritmos:
k=log,a" log e”=bloga
log a +logb =log (a.b) log a—log b =log (a/b)

Comprobar las soluciones en la ecuacién inicial teniendo el cuenta que el dominio de un
logaritmo es (0,+e) [ log (f(x)) = f(x)> 01
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3.4~ SISTEMAS DE ECUACIONES

 SOLUCION

Una soluci6én de una ecuacion con varias incognitas es un conjunto de valores (uno
para cada incOgnita) que hacen cierta la igualdad.

Las ecuaciones con mas de una incognita suelen tener infinitas soluciones

DEFINICION DE UN SISTEMA

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones de las que pretendemos
encontrar su solucién (o soluciones) comin.

RESOLVER UN SISTEMA

Para resolver un sistema de ecuaciones consiste en buscar una solucion comim a
todas ellas.

METODOS  TRADICIONALES:  SUSTITUCION, IGUALACION Y
REDUCCION.
* Sustitucion: Despejar una inc6gnita de una ecuacién y sustituir en Ia otra,

* Reduccién: Multiplicar las ecmaciones por los niimeros adecuados para que al
sumarlas se vaya una incégnita.

* Igualacién: Se despeja la misma incégnita de las dos ecuaciones y se igualan.

3.5 - METODO DE GAUSS PARA SISTEMAS LINEALES

El método de Gauss es una interesante generalizacién del método de reduccién para
sistemas lineales de mas de dos ecuaciones e incognitas.

SISTEMAS ESCALONADOS

Un sistema escalorado es un sistema de ecuaciones en la que en cada ecuacién hay
una incognita menos:

ax+ by+ cz =d
Py+ ¢’z =4

C)!Z - dS!

Se resuelven de abajo arriba: Primero la tiltima ecuacion, después la peniitima,..
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METODO DE GAUSS

Consiste en mediante operaciones elementales, sustituir una ecuacién por una
combinacidn lineal de otra, transformar un sistema en un sistema escalonado gue es mas
sencillo de resolver.

El mismo camino puede hacerse operando sélo con el “esqueleto numérico™ del
sistema llamado matriz del sistema

ax+by+cz=d a b c|d a b c|d ax+by+cz=d
a'x+by+c'z=d =|a b ¢ |d|=|0 e f|g|=<ey+iz=g
a'x+b"y+c"z=4d" |a" b"' ¢'|d" 0 0 hii hz =1

Sistema Compatible Determinado = Tiene una tinica selucidén (3! solucion)
SISTEMAS INCOMPATIBLES (sin solucién)

Si al aplicar el método de Gauss llegamos a una ecuacién del tipo O0x + 0y + 0z =k (k #
0), entonces el sistema es Incompatible = No tiene solucion

SISTEMAS INDETERMINADOS (con infinitas soluciones)

St al aplicar el método de Gauss llegamos a una ecuacién del tipo Ox + 0y + 0z = 0, se
suprime. Si quedan menos ecuaciones que incdgnitas, el sistema tiene infinitas

soluciones. Se llama Sistema Compatible Indeterminado — Existen Infinitas
soluciones

3.7 - INECUACIONES CON UNA INCOGNITA

DEFINICION DE INECUACION

Una inecnacién es una desigualdad (<, <, >, 2) entre expresiones algebraicas.
SOLUCION DE UNA INECUACION

Solucién de una inecuacion es un valor de x con el cual se cumple la designaldad.
RESCLVER UNA INECUACION

Resolver una inecuacion consiste en encontrar todas sus soluciones.
Habitualmente tiene infinitas, que se agrupan en intervalos de R,

* Inecuaciones lineales de primer grado: (Se resuelven como una ecuacidén normal
teniendo en cuenta que si se multiplica o divide por un nlimerc negativo la
desigualdad cambia de signo)

ax+b>0=ax>-b: Sia>0 x>-bla=>xe (-bla, +oo)
Sia<0 x< -bla=xe (- -bla)
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* Inecuaciones lineales de grado mayor o igual que dos

Se igualan a cero y se resuelve la ecuacién. Estas soluciones dividen 1a recta real en
partes. Tomando un ntumero en cada parte se comprueba si cumplen la inecuacién o
no. Si la cumplen, todo ese intervalo es solucién.

2 2 X=X
ax“ +hx+e>0=ax " +bhx+te=0=>
X=X,
+ , - +
1 C
X1 X2

X € {-o0,X1) \U (X3, +o0)
51 la desigualdad contiene el igual los puntos se pintan y se cogen los extremos.
* Inecuaciones con cocientes

Se igualan a cero, por separado, numerador y denominador y se resuelve las
scuaciones. ,

- Los puntos del numerador se incluyen si en la desigualidad est4 el igual.

- Los puntos del denominador nunca se incluyen (no se puede dividir por cero).
Estas soluciones dividen la recta real en partes. Tomando un nfimero en cada parte

se comprueba si cumplen la inecuacién o no. Si la cumplen todo ese intervalo es
solucidn.

SOLUCION DE UN SISTEMA DE INECUACIONES

Solucién de un sistema de inecuaciones es una solucién comiin a todas las
inecuaciones que lo forman. ‘

RESOLVER UN SISTEMA DE INECUACIONES
Resolver un sistema de inecuaciones consiste en encontrar todas sus soluciones.

Se resuelven por separado cada inecuacién del sistema y luego se halla Ia
interseccién de las soluciones, es decir, las que cumplen todas las ecuaciones a la vez.
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EJERCICIOS — TEMA 3 - ALGEBRA

+ Factorizacién de polinomios

EJERCICIO 1 : Calcular las rafces de

)X +6x —x~6 by x’ + 3x* —4x — 12 Oxt—st+4 dyx'+2x° - 13x% - 14x + 24
EJERCICIO 2 : Descomponer en factores los polinomios;

a)x'+2x° — 13x° - 14x + 24 b) x* + 4x° + 4% o)x' -5t +4

d) x* +2x° + 4x e) 2% + 11%° + 2x - 15 ) 3x' - 35— 18x°

g) 4’ + 12x+ 9 h) 25x% 4

EJERCICIO 3 : Hailar el m.c.d. y el m.c.m. de los siguientes polinomios:
Px) =x'+ 7+ 12x Q) =x +2x" -3¢

¢ ‘Teorema del resto
EJERCICIO 4 : Hallar m para que 5%° — 12x° + 4x + m sea divisible por x—~2
EJERCICIO § : Calcular a para que el polinomio x* + ax + 10 sea divisible por x + 5

EJERCICIO 6 : Dado el polinomio x* + 6x° — 3%® + 5x + m, determinar m para que al dividirlo por x + 3 se obtenga
100 como resto.

¢ Fraccicnes algebraicas

EJERCICIO 7 : Simplificar las siguientes fracciones algebraicas:

x+3 x-1 X*+4x+4 x+2 x*—3x+2 x*+2x-3

2 : b} 2 ; ¢ 3 2 3 2

x“ -1 x+2 x* -1 x+1 XT+x~2x% X 4+2x° ~x—-2
9 x> =3x7 +4 f) x*—T7x% +15x~9 )x2+6x+9 X +1

X +5x% +8x+4 x> -5x% +3x+9 & x?=1 x+3

x?+10x+25 x+2 X -4 x*P-5%x+6 12 x*+2 3)
h) 5 : i) = ——— —+—

x*—4 x+5 x+6  x°-36 X x+1 X X
EIERCICIO 8 : Calcula y simplifica:
X 3 X 1+x x-1 x=2

2 T2 b T €)= Ty

X —4x+3 x°~5%x46 x+1 x*+2x+1 X°—5x+6 %X —4x+3

x—3 3x? 2 x+1 I 11
d) 2 “3 S T 2 T

X“+x+1l x" -1 X" =2x+1 x"-1 X" =9x+20 x"-11x+30
o I-x 3 T+2x% _x+1 1+2x 3 I—x B I+x

x?—4x+3 x?-6x+9 x?-9 U xT43%x 42 xP+5x+6 xP+4x 43
» Resolucién de ecnaciones
EJERCICIO 9 : Resuelve las siguientes ecuaciones:

2 2 _
a) o —ax =342 12 bx* ~4x> +3=0 g2, 33 1

2 X+3 X 2

d)x*+2x%-3=0 e) VX+4++/2x-1=6 Hxx-Dx*-2)=0

32 2 _ 2
e St S S NP B) 2x* + 4’ = 1852 — 36x = 0 pX =16 23X X
x? -1 : 3 3 3
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Nx*-5x*-36=0 k) f3x-3+x=7 ) R =

7 E ) ) x-1 x+1 4
m) x+./3x+10=6 1) x*-5x2+4=0 i) Vx2 +3x =/2x
RECI B VIRTE-5 =2 RENE Y
' x—1 X X X X

1) 32+ 3* =90 $) 4 —7.2"-8=0 7 -2=0

w4 -2 14=0 v) log (2x) ~ log (x+ 1) =1log 4 W}3"+3ix——%=-?92

24:(-"1

x)bg@xmnzkg2+Mng—6)y};;;=16 7) 2log x+log 4 =2
1) 2% % +-2—= 0 2) log(x—2)+log(x ~3)=log6  3)log (2x+3)—logx =1

» Sistemas de ecuaciones

EJERCICIO 10 : Resuelve analiticamente jos siguientes sistemas de ecuaciones e interpreta graficamente la
solucion:

.m

x+y=1 x+y=1 x+y=1
a) b) ¢)
2x—y=2 Xy =2 2x+2y=2
d) y:X2+4X+2 &) y=x2+4x+2 f) y:x2+4x+2
X+y+2=0 4x-y+2=0 X—y=-2=0
BEJERCICIO 11 : Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
2oy= X+y= 2 x+2y=0
a)zx = b ’ } c) 2,.2
X ¥ x+2y=_
2% 43V =11 . 210gx+logy=2} N X
2X'f“l_3)’—1=5 k)gxy.:}_ X+y:g
Y
5% =25.5Y" X Yo 2x-l=y
h) 2 4 Dx-1
log(x +y)~log(x ~y)=log2 Ix—y=8 S =y© 1

r

2 .
) 4.2% =4 } « ZX+}'=52}/ ) JZ+J§:20}

)
log(x+y)+log(x —y) =log3 J;+y:7

& Meétodo de Gauss para sistemas lineales

EJERCICIO 12 : Resuelve, aplicando el método de Gauss, los sigaientes sistemas lineales;

X+z=4
2x+y-z=0 X+2y+z=4 X+2y-3z=5 tze3
L=

R9X=y+22=5  b)<{2x+5y+z=-3 42X ~3y+2=3 a7
X+y=5

X+y+z=3 4x+9%y+3z=2 dx+y-52=13
‘ X—-2y—-z=-2
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X—2y+3z=5
X+y+z=3 x—-y+2z=7 3Xx+4y—-z=3 5 Y ]
X=-y+z=
exty=2 Hd2x+y+52=10 £i6x—6y+2z=—16 1) 132 g
X - =
y+z=3 xX+y-4z=-9 Xx—y+2z=-6 Yz
: +y-2z=0
e Inecuaciones con una incégnita
EJERCICIO 13 : Resuelve las siguientes inecuaciones:
a)-2x+4<-2 D)X +x-6<0 ¢)2x+1>~5
d-3x+1>-5 ex’ =450 N2x-3<5§
g) 3x—1 <dx By o - 3x> -2 1)1‘;—1s2x+1
1)) «2~«(3-{~3:~}~)~> x—1 k) x2—420 1) 3(e-1)+1< 2(x4+1)
2 L xX—2
m)2~3x < 2{x +1) n)—x>+4x-4<0 n)3 >0
-X
‘ 2 2 _
0 x2+3 >0 p)x‘+2SO q)x2+x 620
X =X X=3 x°=-2x+1
) x> =4x20 _ ) +3%-x-3<0 1) 35~ 6x > 0

« Sistemas de inecnaciones con una incdgnita
EJERCICIO 14 : Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

3x+8< x+14 ) 2x-3 Z41]2x-8 )
X =3x-4>0 2 10-3x-x"<0
b) ¢) d)

3
2x>=x%-1 2x-3<0 x 1 5 I+5>-16
2 X+'§"—"§+2>2X"‘-6—

¢ Problemas algebraicos

EJERCICIO 15 : Un nimero de tres cifras es tal que la suma de sus cifras es 9. Si el. orden de las cifras se invierte,
el nfimero disminuye en 99 unidades y la cifra de las decenas es el doble de la cifra de las unidades. Hallar dicho
nmero,

EJERCICIO 16 : El 4rea de un trapecio isésceles es 7 m’ y su base merior mide 2,5 m. Calculal ia base mayor y la
altura, sabiendo que ésta es las dos terceras partes de la base mayor.

EJERCICIO 17 : Un nimero de dos cifras elevado al cuadrado se diferencia del cuadrado del nlimero que resulta al
intercambiar sus cifras en 297, La cifra de las unidades es 1a mitad de la de las decenas. Hallar el ntmero.

EJERCICIG 18 : Ei 4rea de un tnangulo isésceles es 60 m? y cada uno de los lados iguales mide 13 m. Hallar la
base y la altura del tridngulo.

EJERCICIO 19 : Dos hermanes se diferencian en cuatro afios de edad. Dentro de ocho afios, las edades de ambos
sumardn 40 afios. ¢Cuéles son sus edades actuales?

EJERCICIO 20 : De un rectangulo sabemos que su drea es 192 cm® y sus diagoneles miden 20 om. Calcula la
longitud de sus lados.

EJERCICIO 21 : Por dos boligrafos, un lapiz y un rotulador he pagado 6 ewros. Por cuatro boligrafos y dos

rotuladores ha pagado 10 euros. Y por cinco lapices v tres rotuladores he pagado 11 euros, ;Cudl e§ el precio de
cada articulo?
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EJERCICIQ 22 : Halla cuatro niimeros enteros consecutivos que sumen 366.
EJERCICIO 23 : Halla dos niémeros sabiendo que suman 7 ¥ sus inversos, 7/12.

EIERCICIO 24 : Halla la medida de los lados de un rectingulo si sabemos que su perfmetro es 20 cm ¥y la diagonal

V38 om.

EJERCICIO 25 : 8i aumentamos en 2 dm cada arista de un recipiente clibico, su capacidad aumenta en 98 litros.
Averigua la capacidad inicial del depésito. -

EJERCICIO 26 : En un auvla estudian 28 alumnos. De elios, hay tantos alumnos con ojos verdes como alumnos con
ojos azules, y el resto tiene ojos castafios. Si el nmero de alumnos con 0jos castafios es igual que los alumnos que
tienen ojos verdes y azules juntes. cudntos alumnos hay con cada color de ojos?

EJERCICIO 27 : Un grupo de personas se retne para ir de excursién, siendo un total de 20 personas entre hombres,
mujeres y nifios. Contando a los hombres y Jas mujeres juntos, su nimero es el triple que el ntimero de nifios.
Ademds, si hubiera ido una mujer més, su ntimero igualaria al de los hombres. Calcula cudntos hombres, mujeres y
nifios han ido a la excursién. :

EJERCICIO 28 : Ana se dispone a invertir 100.000 euros. En el banco le ofrecen dos productos: Fondo Tipo A, al 4
% de interés anual, y Fondo Riesgo B, al 6 % de interés anual. Invierte una parte en cada tipo de fondo y al cabo
del afio obtiene 4.500 euros de intereses. ;Cuénto adquirid de cada producto? '

EJERCICIO 29 : Los lados de un rectangulo se diferencian en 2 m. §1 aumentaramos 2 m cada lado, el 4rea se
incrementaria en 40 m’. Halla las dimensiones del poligono,

EJERCICIO 30 : El alquiler de una tienda de campafia cuesta 90 euros al dia. Inés estd preparando una excursién
con sus amigos y hace la siguiente reflexion “Si fuéramos tres amigos mas, tendriamos que pagar 6 euros cada
uno”. ;Cuantos amigos van de excursion?

EJERCICIQ 31 : Dos vacas y tres terneros valen lo mismo que diecis€is ovejas. Una vaca y cuatro ovejas valen
igual que tres terneros. Tres terneros y ocho ovejas cuestan lo mismo que cuatro vacas. Averigua el precio de cada
aniral.

EJERCICIO 32 : En la actualidad la edad de un padre es el triple de la de su hijo, y dentro de 15 afios 1a edad del
padre serd el doble de la de su hijo. ;Cuédntos afios tienen en este momento el padre y el hijo?”

EJERCICIO 33 : Si Juan sube de tres en tres los escalones de una torre, tiene que dar 30 pasos menos que si los
sube de dos en dos. ,Cuéntos escalones tiene la torre? »



Para practicar

¥ B Factorizacion

1 Descompén en factores estos polinomios y di cusles son sus

rafces: )

a) 9%~ 2 b) 4x% — 28x + 49
€)%+ 9%+ 27x 4 27 dy2:d -2 —x
e) x*— 1342 + 36 ot ?el

2 Halla, en cada uno de estos casos, el mix.c.d. [4

¢l min.cm. [A(x), B{x)):
a) Alx) =x* + x—12; Blx) =5~ 9x

BAR =x*+x%—x—1; Bl#)=2>—x
o) Alx) b Bl =P rx—1

3 Resuelve estas ecuaciones factorizando previamente:

b) 160 - 85% + x=0 -
P +6x5-Tx—60=0 d)a®-49%x=0

)0+ 9%+ 15x~25=0 f)x5+32%=0"

2)6x2 + 762 —1=0

M Fracciones algebraicas

4 Simplifica las siguientes fracciones:

2 52 )x3+6x2+12x+8
%0+ 35t 4 240 x2+4x+4

" 4o +11x+30
) x4 2515 )

§ Opera y simplifica €] resultado.
5 —Ba+3 . (4+1)2

12212 4

by X2+2x-3 (x—?a)2

(x-2 221
Q% ___ % x

x~2 x=1 42342
x+1 x 1}, x
CD( x x+2)'(1+x+2)-

&) (1_ x4} _x+3): 1

x42 x+42/ x+2

8 Demuestra las signientes identidades:

1 2 1 _1
) (mw—_’if)(?i)-x

a1

L d v+ 2a+1 -1

b :
) ~32+2 4t-4-2

x=2 _x=3V\(_1 1 \_o._
) (x—B x—z)‘(x~5 x—2> -5

LK BN BN BN B B LI B B BE BN BN B RN R BN K N SN BN NN B BE RN N BN N B N

x3+4x2+4x

B Ecuaciones de primer y segundo grado

7 Resuelve, cuando sea posible, las siguientes ecuaciones:

) (x+1)2__ T4z (x—l)z_ 2ix

16 2 16

b) 0,2x + 0,6 - 0,25(x~ 1)? = 1,25x ~ (0,5% + 2)*

4

c) (5x— 3 ~ 5x(4x—5) = 5x(x—1)

8 Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado

a) 0,50c~ 12— 0,25(x + 1> = 4~ x

f;)(],g:c:2 - lg 0

Do+ 12— (x—2)%=(x+ 32+ 2220
0 w45 xPadx a2 dx+15

2 4 G
£) 3x+1 _ 5%%+3 _x2-1_ x+2
3 2 2 3

g) (x- &+ x(x+ b) = 862~ x(2a— b) +¢.z2

B Ecuaciones bicuadradas

a) 52+ 4=0
O+ 3242=0

10 Resuslve:

a) (P-22=1

4
by 3 =1 +—1~(x4—2-—21—x2)=

4 2
Q)24 120
d)xf—152%-16=0

soluciones:

a) %4-%:0

) xf2+22~—xx= *

d) ;2__39+;:é=x+2

o 2l

IS 30 _x _2x+l

9 Resuelve las siguientes ecuaciones:
Blat+ 322 4=0
D924+ 8=0

25
4

B Ecuaciones con fracciones algebraicas

11 Resuelve estas ecuaciones y comprueba la validez de las



M Ecuaciones con radicales

12 Resuelve las siguientes ecnaciones y comprueba las solu-

clones:
bYx+ {7-3x=1

a) y3x+6 =3+ 2x
Q) y2-5x+x{3=0 d) 2x+3+4x-5=0

13 Resuelve: .
2) {2x+{5x—6=4 b) yx—2+4x+1=3
Tx+l _Sx~7 l.x
S 6 SR e

14 Resuelve las siguientes ecuaciones:
) Bx—yx—42 =0 b) =-S5 Tx + {4+ x =7 —Gx
O Ydx—T =x-4 d) ¥4 2x =487 - 16»
e) V2x+2-46x+10 =0 ) Br+1=4-{Bx+]

M Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

18 Resuclve expresando ambos miembros de la ecuacién
como potencias de fa misma base:

#e1_ 1 B9 _4
a) 3 5 }3:: 7

C)5_2x+3:_2_

2Y_ 8 (_L)x=8

° (3) 27 Olg) -8

g (0,01 = 100 hy3<+l. 25+l .36
2x+5

i) 25T 20,125 j 3%/27*’"%(%)

k3.9.27=1 1) 5475 125% =25

d) 5::21 3% _ 0,04

16 Resuelve, tomando logaritmos, estas ecnaciones:

a);lx—=27 b9 = {73
c)zx.§*=81 T 531 =1
C} 2x+1.162x+1=3 f) (%) _125x+1=4

17 Resuelve las signientes ecuaciones mediante un cambic de
variable:
a) 2x+21—x=3 b)2x+_1+2x-1=_g_

8lrxsm-1 17 gk 5. 9%, 40

16
g 9 -3"—6=0 H7V*E_50.7+7=0
g) 2524 2% 6 W37 =341

) 23x_3‘2b:+1+3_2x+2=8

18 Resuelve estas ecuaciones:

a) log (P + 1)—Z0g(x2—1)210g%

BYin(x—3)+mix+1)=nd+m{x-1)
c) (x~1) log(5x*1)=3[0g3
d) log (x+3) ~log (x—6) = 1
19 Resuelve las ecuaciones siguientes:
a) logs (X =2x+5) =1
b) log y3x+5 + log& =1
o2 (logx)z +7 lagx79 =0
d)—%— Iogy; (x+5) =1
&) log (% + 3%+ 36) = 1 5 log (x + 3)
f)inx+n2xs lndx=3

B Sistemas de ecuaciones

20 Resuelve:
x-y=15 1.1_5
ix_5 b) x+y 6
7 3 2x+3y=2
9 '{xz”zz_m 8 {xz—yl=5
2y—-x=7 xy=6

8 %2+ y* —Sx~59+10=0
x =yt —5x+59+2=0

21 Resuelve:

2 =
2) {y ~2y+l=x

24x+1l=y+1
b)
fx+y=5

2x=3y=1

B+ P +x=12 fx+y+2=x+1
c) : d)
2—y=6 2x~y=5
82 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
y—x=] Ty £Feedtizl
a) {2x+21=12 ){x2+y2=1
_ . 1n
555721 10%.107°-1=0,1
C} x.89 . d) 22:: 025
5%:57=25 551 =Y
g |37 +3771=4 2%2?:%
3¥+1432=12 223 2 4

..
.



23 Resuelve:

log x+log y=3
a) ,
log x ~ log y=-1

log(xzy)=2
c
log x=6+log y*

x—y=25
log y=log x~1

B Método de Gauss

[0g23{+5[032)'=5
logz-x}—?:3

g [ -r=11
log %~ log y=1

nx—lny=2
hx+ly=4

24 Rcsuelve por &l método de Gauss:

x— y-z=-10
Ay x+2y+2=11
2x— y+z=8
Xx+y+z=3
Q) {25~ y+z=2
x—y—g=1
x4+ y+' z=2
€) 12x + 3y + Sz=11
x—5y+6z=29

/

25 Resuelve:

J3x+2y+z—3=0
a) {x+y=z-5
x=z-2y-3

2x—3y+ z=0
b) 13%+ Gy~ 22=0
de+ y- 2=0

X+ y+z=18
d) x —-z=6
x—2y4z=0
X+ y-—2z=9
f) 2x~y+4z=4

2x ~ 3+ 6z=-1

(7x—3y+z=—11
b) x—y+i=z
2x+2y=8+2z

26 Resuelve ap].icaTndo el método de Gauss:

x— ¥ =1
a) {2x + 69— 5z= —4

¥+ y— z=0

2+ 3y+4z=1

X4+.9+3s5=2
c)
~2x~ y-8z=-7

¥+ ¥+ z=3
g 1—x+2y+ z=5

x+4y+3z=1

x+2y+ z=3
b}{ x—2y+ 5z=5
Sx—2y+17z2=1
c2x - g z=12
d){ 3x-2y-2z=2
5%+ 3y + 5z2=-1
—2x+ peg=1

£)7 3x+2y—2=0
—x+4y+z=2

13

B Inecuaciones. Sistemas de inecuaciones

27 Resuelve estas inecuaciones:

2) 5(2 + %) »-5x

o) xt+5x<0
&) x*+6x+820

b)—xg—1>x—l

d)9x?—4>0
f)x?-2x-1550

28 Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

2 4y —3<1
x+6>2

9 Swme—12
16-2x<3x -3

29 Resuelve:
a) (x+1)x* (x=3)50

c)x2<0

x+4

b) {5x—2>-~7
S5mx<]

2x 320
S5x+1<0

b)x(x*+3)<0

d)x_3 <0

x+2

30 Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

{x2+2x>15
a)

3-2x<7

9 x*<4
P Sxr4<0

81 Resuelve graficamente:
x+y-220

x -3y
c) 5 <3

32 Resuelve grificamente:
) {Zx +y>2

x<3

c 2x—-y<3
Zx+yp<5

b) 5x~x224
Sx~l<dr+2

d 2 -5x-620
—x241lx-2420

b)2x—3y<6
£_2 .
d)2 32 1

b) {x—ySS
ys2

d) {Sx—ZySS

x+y28

33 Representa, en cada caso, los puntos del plano que verifi-

can las condiciones dadas:

w

Pyai
b)sx<3

—x+ysl

(% +2y<10
d) 2x—yz0

—1gx<3
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TEMA 4 — RESOLUCION DE TRIANGULOS — MATEMATICAS I — 1° Bach. I

TEMA 4 — RESOLUCION DE TRIANGULOS

4.1 - RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO
(0°a90°)

DEFINICION DE RAZONES TRIGONOMETRICAS

B

SENO DEL ANGULO o es la razén entre el cateto opuesio y la hipotenusa

catefo opuesto v
sen Q= —— ——— =
hipotenusa  h

COSENO DEL ANGULO o es la razén entre el cateto contiguo y la hipotenusa

cateto contiguo %
cesOlm————— — =
hipotenusa h

TANGENTE DEL ANGULO o es la razén enire el cateto opuesto y el cateto contiguo

catefo opuesto vy

igo= ; =
caiele contiguo X

COSECANTE DEL ANGULO «: es la razén entre la hipotenusa y el catéto opuesto

1 h

senc, y

coseC 0L =

SECANTE DEL ANGULO o es la razon entre la hipotenusa y el cateto contigno

h

cosc X

sec L=

COTANGENTE DEL ANGULO o: es la razén entre el cateto contiguo v el cateto
opuesto

1 X
cotag QL= —— =—
tga
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RELACTON ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

Teorema de Pitigoras : x* +y* =k’

2 2
Dividiendo entrex*: 1+ (—XJ = (E] = 1+tag’ a=sec’ o
X X
2 h 2
Dividiendo entre y* : [EJ +1 =( J = cotag® .+ 1 = cosec? o
y y

_ 2 3
Dividiendo entre h?: [%) +( ;7] =1 = cos® o +sen’ o =1

Rarzones inversas : sec o=

s cosec o =
Cos QoL

1
scotag o=
tagoy

sen o

k
La tangente: tag o= R ZZ- S
' x x/h

GOS O

4.2 - RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
CUALESQUIERA (0° a 360°)

CIRCUNFERENCIA DE RADIO r

r

P(x,y) seng = > . gaseco=—

r Y
(N : r
COSCL = — secQ=—
\_/ i :
Y- X
oo ="— o=
go=" ctg y

CIRCUNFERENCIA UNIDAD o GONIOMETRICA

' 1
T ——
\_/ COsSE =X

¥
g ==
g8e=1

sec =

ctga=

[ -
S LRl
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SIGNOS DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS EN LOS CUADRANTES

CUADRANTES DIBUJO | ANGULO |SEN@|COSal| TAG @

™

1° 0° < & < 90° -+ + =+

2° 90°< < 180° + - -

30

180° < ¢ < 270° - - -+

40

270° <@, <360° - -}- -

VNNV

AN P
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4.3 — AMPLIACION DEL CONCEPTO DE ANGULO

ANGULOS MAYORES DFE 360°

Los valores comprendidos entre 0° y 360° nos permiten expresar la medida de cualquier
angulo. Por ejemplo, podemos darle sentide al angulo 400° = 360° + 40° al situarlo
sobre la circunferencia gonioméirica, pues el segundo lado daré una vuelta completa
(360°) mas un angulo de 40°: 400° = 360° + 40° = 1 vuelta + 40°

Para cualquier éngulo mayor que 360° se divide entre 360 y el cociente nos da el
piimero de vueltas enteras y el resto, el &ngulo B(entre 0°y 360°)
o =1.360°+ B, donde n es un nimero entero de vueltas (positive o negativo)

ANGULOS NEGATIVOS
Los angulos negativos se miden a favor de las agujas del reloj.

Para convertir un angulo negativo en positivo, se le suman tantas vueltas como sean
necesarias hasta obtener un angulo entre 0° y 360°. Las razones trigonométricas se
mantienen.

RAZONES TRIGONOMETRICAS CON CALCULADORA

Obtener las razones trigonométricas de un angulo

Las calculadoras cientificas tienen las teclas “sin”, “cos”, “tan”, correspondiente a las
razones trigonométricas sen, cos y tag. Si el dngulo viene dado en grados, la caleuladora
tiene que estar en modo “DEG”

Pasar de grados, minutos y segundos a grados y viceversa

Latecla “***”” permite introducir en la calculadora un angulo dado en grados, minutos y
segundos. La calculadora nos da, automaticamente, una expresién decimal de la medida

del 4ngulo (en grados).

Para pasar de una expresién decimal de grados a grados, minutos y segundos, se utiliza
. ia SGCUEHC!B. LCINV” (13 R (“m’v” “SI{]:FT?!)

Célculoe de un dngulo conocida una razén trigonométrica

Para hallar el angulo cuyo seno es un cierto nimero, se utiliza la tecla “sen”™ (arcoseno)
que suele corresponder a la secuencia “INV” “SIN”, Andlogamente para coseno y
tangente.

Calculo de una razdn trigonométrica conociendo otra

Combinando las aplicaciones anteriores, se puede obtener una razoén trigonomeétrica de
un angulo del cual solo se conoce otra razén {rigonométrica.
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4.4 — RELACIONES ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS
DE ALGUNOS ANGULOS

ANGULOS QUE SE DIFERENCIAN EN UN NUMEROQO ENTERO DE YUELTAS
oy o+360%k ke Z

cos B = cos (01 + 360%) = cos G, / ,
sen [ = sen (@ + 360%) = sen . ' KJ
tag § = tag (ot + 360%) = tag &

ANGULOS COMPLEMENTARIOS
Dos 4ngulos se dice que son complementarios cuando suman 90° - Sig+pB=90°

cos B =cos (90 - o) = sen O /%\
sen f=sen (90 - o) = cos & kj
ANGULOS QUE SE DIFERENCIANEN 90°: B= 90 +a

sen B = sen (90 + o)) = cos & KJ

tag f=tag (S0 + o) =-ctg o

tag P=tag (90 - ) =ciga

cos B =cos (90 + o) = - sen O

. ANGULOS SUPLEMENTARIOS
Dos dngulos se dice que son suplementarios si suman 180% o+ f=180°

cos P=cos (180 - o) =-cos &

sen P =sen (180 - o) =sen &

tag P=tag (180 -o)=-tga KJ
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ANGULOS QUE SE DIFERENCIAN EN 180° B=180+ g

cosB=cos (180 +a)=-cos o

sen B =sen (180 + o)) = - sen ¢

tag B=tag (180 + o) =tg o
ANGULOS QUE SUMAN 270° o+ B =270°

cos B=cos (270 - o) = - sen o,

senf=sen (270 - o) =- cos o

AN AN

tag f =tag 270 - o) =ctg o
ANGULOS QUE SE DIFERENCIAN EN 270° B=qa+270

cos B =cos (270 + o) = sen ¢

sen f3 =sen 270+ o) =- cos o

tag B=tag Q70+ o) =-ctg

ANGULOS OPUESTOS
Dos angulos son opuestos si suman 360° o (°

cos (-a) = cos (360 - ot} = cos o

sen (-0} =sen (360 - @) =-sen

dhuydh

tag (-o) =tag 360 - ) =-tg
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4.5 - RESOLUCION DE UN TRIANGULO RECTANGULO

Resolver un fridngulo rectingulo es hallar uno o més elementos desconocidos a
partir de los elementos (lados y 4ngulos) conocidos.

RELACION ENTRE LOS LADOS . TEOREMA DE PITAGORAS

EI cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
a2=b’ +¢

RELACION ENTRE LOS ANGULOS
Los angulos de un trigngulo suman 180 A+B+C=180°= B+ C = 90°

RELACION ENTRE LADOS Y ANGULOS

b - -
senB=;f“-cosC cosB =< =sen C tagBmE=cth
a c

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

CASO I: Conocidos dos lados: El tercer lado se calcula mediante el teorema de
Pitdgoras. El angulo que forman dos lados conocidos se halla a partir de Ia razén
trigonométrica que los relaciona. '

CASO II': Conocidos un Jado y un 4ngulo: Otro lado se calcula mediante ]a razén
trigonométrica que lo relaciona con el lado y el dngulo conocidos. El otro angulo agudo
es el complementario del que conocemos. El otro iado aplicando el teorema de
Pitdgoras.

ALGUNOS RESULTADOS UTILES

Proyeccién de un segmento: cos o, = %g— = AC=AB.cos0. = A’B’ = AB.coso.

La longitud de la proyeccién de un segmento sobre una recta es igual al producto de la
longitud del segmento por el coseno del 4ngulo que forman. ‘

h
Altura de un tridngulo: sen .= —=h = a.senct
a

La altura de un tridngulo es igual al producto de uno de sus lados laterales por el seno
del dngulo que dicho lado forma con la base.

Area de un tridngulo: Area = %—h— = ba.sena = —;—a.b.sen o

2
El 4rea de un tridngulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados por el seno
del] angulo que forman.
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4.6 — ESTRATEGIA DE LA ALTURA PARA RESOLVER
TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

APLICACION A TRIANGULOS NO RECTANGULOS. ESTRATEGIA DE LA
ALTURA.

Cualquier tridngulo no rectnguio puede ser resuelto, aplicando los métodos de
resolucion de los tridngulos rectangulos, mediante la estrategia de la altura, Consiste en
elegir adecuadamente una de sus alturas de modo que, al trazarla, se obtengan dos
tridangulos rectangulos resolubles con los datos que se tienen.

4.7 - RESOLUCION DE TRIANGULOS CUALESQUIERA

Vamos a obtener unas formulas que nos permitan resclver directamente tridngulos
cualesquiera , sin necesidad de utilizar cada vez la estrategia de la altura para
descomponerlos en dos tridngulos rectangulos:

TEOREMA DE LGOS SENOS

Los lados de un triangulos son proporcionales a los senos de sus dngulos opuestos
‘ a b c

senA  senB  senC

Dem: Para demostrarlo aplicamos la estrategia de la altura. Trazamos la altura h
desde el vértice C. Los tridangulos AHC y BHC son rectdngulos. Por tanto

sen A =%%h=bsenA

) bsen A =asenB — ?Az bB
senB=——>h=asenB sen sen
a

& c B

Esta es la primera de las igualdades buscaduas.

Si trazamos la altura desde el vértice B, relacionariamos los lados a 'y ¢ con sus
. :

. _ a
dangulos opuestos, obteniendo: =
senA  senC

Se completa, asi, la cadena de igualdades que queriamos demostrar.

. Nota: Al hallar un éngulo aplicando el teorema del seno pnede haber més de una
solucion. Para saber si valen o no todas las soluciones obtenidas habré que tener en
cuanta que a }lado mayor corresponde dngulo mayor y & lado menor dngulo menor.
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TEOREMA DEL COSENO

El cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados menos
el doble producto de dichos dos lados por el coseno del dngulo comprendido entre ellos:
a> = b’ + > = 2bc.cos A
b* =4’ + ¢* - 2ac.cos B
¢’ =a”+b>—2ab.cos C

Dem : Trazamos la altura, h, sobre el lado b:

B
AH
c a cosA=— = AH=c.cosA
c .
h HC=b AH=b-c.cosA
& H i C

Aplicando el teorema de Pitdgoras a los tridngulos AHB y BHC y teniendo en cuenta
las desigualdades anteriores, resulta:

=W+ HC =K+ (b —c.cosd)’ =K + b* + % cos’A — 2.b.c.cosA

C=r AR =1 + (c.cosd)’ = ¥ + &.cos’4

Restando: o — ¢ = b* — 2be.cos A Despejando: o = b° + ¢ — 2be.cosd

De forma andloga se llegaria a las otras dos relaciones.
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TEMAS 5 - FUNCIONES Y FORMULAS TRIGONOMETRIAS

5.1 — UNIDAD PARA MEDIR ANGULOS: EL RADIAN

DEFINICION DE RADIAN

Se llama radian a un 4ngulo tel que el arco que abarca tiene la misma longitud qgue el
radio con el que se ha trazado,

. 2mr _
Angulo completo = = 2n

Nota: Si una circunferencia fuera el doble de grande, el radio también seria el doble, por
lo que el d4ngulo correspondiente a un arco gue mida como el radio serfa el mismo.

RELACION ENTRE LAS UNIDADES DE MEDIDA DE ANGULOS
360° < 2I1rad & 180° <> Ilrad
UTILIDAD DE LOS RADIANES
Para los problemas de trigonometria, astronom{a, navegacién y resolucidn de tridngulos
en general, se usan Jas medidas de los dngulos en grados. Pero para representar y
estudiar funciones trigonométricas se utilizan los radianes.
CALCULADORA
Para hallar las razones trigonométricas de un 4ngulo dado en radianes, hay que empezar

poniendo la calculadora en modo correspondiente (MODE RAD). El resto es igual que
-en grados. '

5.2 — FUNCIONES CIRCULARES

FUNCION SENO

Grados 0° 130" 145° 160° | 90° | 120", 135° [ 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330" | 360°
Radianes 1] I 1114 | TI/3 (T2 [ 21173 {3114 [ 5TU6 1T TILG | STi/4 | 4TL3 | 3110 | SI/3 | 7TLA4 | VIV | 21T
SEN0 0 12 1272 |32 |1 32 122 112 |0 -2 [ -202 §-302 -1 -3/2 §-202 1-1R |0

-3t
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CARACTERISTICAS

- Dominio : R

- Recorrido : [-1,1]

- Periodicidad : 27

- Continua

- Creciente (0°+360%,90°+360%) U (270°+360%,360°+360%)
- Decreciente (90°+360%,270°+360%)

- Maximo x = 90°+360% y=1

- Minimo x = 270°+360% y=-1

- Concava: (0°+360%,180°+360%%)

- Convexa: (180°+360%,360°+360%)

- Puntos de inflexion x = 0+180% y=0

FUNCION COSENO

Grados 0° 1307 1450 1600 | 900 1207 | 135° | 150° | 180° | 210° 1 225° [ 240° | 270° | 3007 | 315° | 330° | 360°

Radianes [ 0 TI6 iTI4 [ T3 | TIR {2113 | 3104 5116 | IT TIV6 | ST | 4T1/3 | 3112 | STL3 | 714 | 1MIV6 | 211

c0§ 1 32122 112 |0 1-12 (22 5-372 | -1 -302 |-22 {-12 |0 -12 |22 |32 11

13 \cos & /"‘”

\ L . o /
T T E3 T T T T T O : -I
: K Ey g b1 Y o 5
= K = 2 A3 2k an 2K
3 5

o=
ERRE
e |H

CARACTERISTICAS

- Dominio : Re- -

- Recorrido : {-1,1]

- Periodicidad : 21

- Continua

- Creciente (180°+360%,360°+360%)

- Decreciente (0°+360%,180°+360%)

- Maximo x =0°+360°% y=1

- Minimo x = 180°+360°%k y=-1

- Concava: (0°+360%,90°+360%) L (270°+360%,360°+360%)
- Convexa: (90°+360%,270°+360%)

- Puntos de inflexidn x =90+180% y=0
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FONCION TANGENTE

Grados 0° 130° 145° ;60° | 00° [ 120° | 135° § 150° | 180° | 210° [ 225° [ 240° | 270" | 300° [ 315° | 330° | 360

Radianes 0 T/ (1144 |03 (/2 | 27153 | 3104 | 5T | 1T TV | ST | 4T3 § 3112 | 51173 | 7T04 | 1ITV6 | 21

Tag ¢ 33 11 3 -3 -1 -3/3 10 33 41 3 -3 -1 -3/3 10

h

H .

T u

R 2

3 22 R
N ; /

i

: .

CARACTERISTICAS

- Dominio : R — {90°+180%}

- Recorrido : R '

- Periodicidad : =

- Continua: R — {90°+180%}

- Creciente R - {90°+180°%}

- Concava: (0°+180°%,90°+180%)

- Convexa: (90°+180%,180°+180%)

- Puntos de inflexidn x = 90°+180% y=0

5.3 - FORMULAS TRIGONOMETRICAS

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA DE DOS ANGULOS

Seno de la suma: sen (0. + B) =sen c.cos B+ cos cLsen B

-~ : Sen{a+B)=BP=CA+AQ
AN ‘ CA : cos .= CA/BA = CA = BA.coso
- AQ: sen 0=AQ/0A = AQ=0Asen ¢
G BA=gsenB

- OA=cosB
[ g T Por tanto: sen (0. + [} = sen B.cos &t + cos B.sen o
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Coseno de Ia suma : cos (0 + B) = cosa.cosq; - seng.senfy

Cos (o + B) = sen [90°+(a+R)] = sen [(90%+0+B] = sen(90°+at).cosP + cos(90°+0).senB
= cos0L.cosB + (— sen a).sen B = cosoucosP - senc: .senp

Tangente de la suma : tag(o+B) = M
; 1~tago.tagB o
sen 0. cos B . cosasen B
Tag(o+B) = sen(c:+8) _ senc.cosB+cosousenf _ cosa.cosB  coso.cosp _
cos(—P) cosc..cosB-sencisenf  coscLcosP  seno.sen

cosct.cosf  cosa.cosP

_ tago+tagP
I—tagotag

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LA DIFERENCIA DE DOS AN GULOS
Seno de la resta: sen (0.- B) = seng.cosf - cos.senf

Sen (0. - 3) = sen (o0 + (-B)) = sen o.cos (-B) + cos ousen (-B) = sen ou.cosP + coso(-
senf) = senct.cosP - cosa.senf

Coseno de Ia resta: cos (¢ - B) = cosou.cosf + sencLsenfy

Cos (0.~ B) = cos (0. + (-B)) = cosa.cos(-B) - senon.sen(-B) = cosa.cosB - senal(-senf) =
cosa.cosP + senc.senf

tagg, — tagf
1+ tagoutagP
s gy 280 * tag(—B) _ tago+ (—tagp) _ tagoi—tagB
Tog (- B) = tag(o+ () = 1 tagoutag(—B) 1—tago(~tagfl) 1+tagoutagP

Tangente de Ia resta: tag (o, - By=

RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO DOBLE
Seno del angulo doble: sen(20) = 2.senc.cosq,

Sen (200) = sen (0 + Of) = 5en0L.COSAL + COSHLSENTL = 2.SENOLCOSEL
Coseno del 4ngulo doble: cos(2¢) = cos’c. - sen’q,

Cos (200) = cos(o + ¢) = coSM.COSK - senL.sendt = cos2, - sen’q,

2tagq
1~ 1:ag2 o
tago, +taga  2tago

1-tagoutager  1—tagha

Tangente del dngulo doble : tag (20) =

Tag (20) = tag (0 + @) =
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RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO MITAD
Cos o, = cos (2. E) =cos? E_gen? 2
2 2 2
Seno del Angulo mitad : sen % =+ 1- ;OS g
Cosa=(1- senzg)-senZE =cosq=1+ Q,Sen?'E = sen g + 1-cosa
2 2 2 2 2
Coseno del angulo mitad: cos %= *, IH—;OSQE
Cos o= cos? . (1-00522) = cos .= 20052 - -1 =5 cos =+ L+cosa
2 2 2 2
Tangente del angulo mitad: tag e *. fﬂ)—s—g
2 1+ecosq
Dividiendo sen % entre cos %
Nota: En cada caso, el signo ser + 6 -, segtin el cuadrante en el que se encuentre el
o

dngulo —

&t 2
SUMAS Y DIFERENCIAS DE SENOS Y DE COSENOS
Sen A +sen B=2.sen A+B .COS A ; B Sen A - sen B = 2.cos A ; B .sen A ; B
Cos A + cos B =2.cos A:B .CO8 A ; B Cos A - cos B =-2.sen A; B .sen A-B

2

Sen (o + B) = sen ot.cosf + coso.sen {3
Sen (o - B) =sen a.cosB - cosa.senB

Sumando: sen (¢t + ) + sen (o - B) = 2senc.cosB
Restando: sen (0. - B) — sen (o - B) = 2cosa.senf

Cos (o.+ B) = coso..cosP - senc.senf
Cos (@ - B) = coso..cosf + sena.senP

Surnando : cos {0+ B} + cos (. - B) = 2.coso.cosf
Restando: cos (0 - ) ~ cos (& - B) = - 2.senc.senf

Llamando a+B=A
a-f=B

A;B L B= A_;B y las identidades.

Y resolviendo el sistema, se tiene: o=
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5.4 ~ ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Ecuaciones trigonométricas son aguellas en las que aparecen funciones trigonométricas
actuando sobre un angulo incégnita que, como en todas las ecuaciones, hay que
despeiar:

Salvo que se pida expresamente, el valor de la incognita puede darse indistintamente en
grados o en radianes.

La soluciones que se obtengan deben ser comprobadas sobre la ecuacién inicial si
hemos elevado al cuadrado,

Pasos:
- Expresar todo con el mismo angulo
-  Expresar todo con la misma razdn trigonométrica.

A
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EJERCICIOS TRIGONOMETRIA - TEMAS 4Y 5

CAMBIOS DE UNIDADES

EIERCICIO 1 : Expresa en radianes las medidas de los siguientes dngulos:
a) 45° b) 120° c) 690° dy 1470°

EJERCICIO 2 : Expresa en grados los siguientes 4ngulos:
a) 3 rad b) 2,5 rad ¢) 77“ rad d) 3;— rad

WJBRCICIO 3 : Calcular 371/4 rad + 0,5 rectos + 50° 40° 3’ expresindolo en radianes.

OPERAR CON ANGULOS CONOCIDOS

EJERCICIQ 4 : Halla, sin utilizar la calculadora, el cuadrante y las razones trigonoméiricas de los

siguientes dngulos:
a) 135° b) 450° c)210° dy ~60°

EJERCICIO 5 : Caleula, razonadamente, las razones trigonométricas de los siguientes angulos:
a) 1035° b) —3400° ¢) 10.000° d) 2700°

EJERCICIO 6 : Calcula los valores de las siguientes expresiones, sin calculadora:

a) 2.tag 30°+ S.tag 240°- cos 270°

b) cos 60°+ sen 150° + sen 210° + cos 240°

EJERCICIO 7 : Caleular las razones trigonométricas de 120°.

EJERCICIO 8 : Sabiendo que sen 25° = 0,42, cos25° = 0,91 y tag 25°= 0,47, halla (sin utilizar
las teclas trigonométricas de la calculadors) las principales razones trigonométricas de 155° y de

205°,

EJERCICIO 9 : Calcula las principales razones trigonométricas de 130° y de 230°, sabiendo que:
sen40” = 0,64; cos40" =0,77; tg40” = (84

CAMBIO DE CUADRANTES

EJERCICIO 10 : Sabiendo que sec o =-4 y 0 <o <, calcular: :
a) cosec (3m/2 + o) b) sen (n/2 - o) ¢) tag(630° - )

EJERCICIO 11 : Sabiendo que sen o = 2/3 y #/2 < o < 3n/2. Calcular:
a)y cos (3n/2 + o) b) tag (7 - )

EJERCICIO 12 : Sabiendo que cos oo =-2/3y % é‘a < 2m. Calcular, sin calculadora:
a) cos (3n/2 - o) b) tag (m + a) ‘ '

EJERCICIO 13 : Sabiendo que cos 53° = (,6. Caleular:
a) cos 37° b) sen 143°  ¢)tag 127°  d) cotag 233° e) sec (-53°)

EJERCICIO 14 : Sabiendo que tag oo = % y que 7 < o < 370/2, caloular: .
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a) sen (/2 + o) b) cos (m+ @) ¢)tag (n/2 - o) d) sec {360° - o)

EJERCICIO 15 : Sabiendo que cotag o =-2 y que 7 < o < 27, calcular:
a) cos(n/2 + o) -~ b) sen (% + o) ¢} cotag (n/2 -)

EJERCICIO 16 : Sabiendo que sen (n/2 + o) =-1/3 . Calcular sen o y cos ¢ ( o pertenece al 2°
cuadrante) -

EJERCICIO 17 : Hallar el valor de Ia expresion Soou 2% X) + C0S(n—X) + sen(7 — x)
cos(—x}) + sen(-x)

EJERCICIO 18 : Calcular el valor de la expresion: cotag(n/2 - x).sen(n/2+x)
2tag(n-a)

tag(n ~ x).cos(—x)
cotag(m+x).cos{n/2—x)

EJERCICIO 19 : Hallar el valor de ;

FORMULAS TRIGONOMETRICAS

EJERCICIO 20 : SeaIl/2 <o <2I1 tal que tg o = 3/4 calcular, sin utilizer la calculadora, el valof
y &l cuadrante de :

a) sen (x/2) b) tg (x + 3T1/4)

EJERCICIO 21 : Sicosx=-4/5 y I1<x<2II Calcular, sin utilizar la calenladore, el cuadrante
y el valor de cos (/2) y sen (2x)

EJERCICIQ 22 : Conociendo sen x = - 3/5 y sabiendo n/2 < x < 3n/2, caleular, sin utilizar la
calculadors, ef valor y el cuadrante de:
a) tag (x - n/4) b) sen (x/2)

EJERCICIO 23 : Sicos a=-5/13 yII <o <2.IL Caleular, sin utilizar la calculadora, el valor y el
cuadrante al que pertenecen los siguientes 4ngulos,

a) sen(2.0) 'b) tag (a/2)

EJERCICIO 24 : Si x es un 4ngulo comprendido entre T2 y 3T1/2 y su seno vale 3/5. Calcular, sin
utilizar la calculadora, ef sen (2x) y cos(x/2). Razona los signos.

EJERCICIO 25: Sisenx=-3/5 90°<x<270° Calcular y razona en que cuadrante estan:
a) sen (x/2) b) cos (2x)

EJERCICIO 26 : Sabiendo que 7/2 <o <3=/2 y sen o= 1/3

a) Hallar el cuadrante y el resto de razones trigonométricas de o
b} Hallar el cuadrante y el valor del cos (2c0)

¢) Hallar el cuadrante y el valor del sen (e/2)

a) Hallar el cuadrante y el valor de tag (o - n/4)

EJERCICIO 27 : Sabiendo que 90° <x <270°y sen x = -2/5, hallar, sin utilizar calouladora, el
cuadrante y el valor de : a) sen (2x) bj cos (x/2} ¢} ctg (x +45%)
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SIMPLIFICAR

EJERCICIO 28 : Simplificar las siguientes expresiones trigonométricas

sen (n + X)tag(g + XJ

! 2 3
) {t tezxg x)senzx.sec X b) ——oos{%-i—x}
(GOS x—sen x)tagx sec’ (% + x]@ —cos’ x)cos X
1 1 SeC X
C + -2 d) | ————|: ksen x + cosx } —{senx —cosx
)l—senx 1+senx , )l:lur«tagzx} K y - )2]
DEMOSTRAR IDENTIDADES
EJERCICIO 29 : Comprobar si son ciertas las siguientes identidades trigonométricas:
1—sen’ o 1 1
———— =080 - b) tagx +——=tagx.————
cosg, tagx I—-cos™x
¢) cos’x + sen’x + tag’x = > d) 1+ 12 = 12
ces” X tag®x sen” x

EJERCICIO 30 : Demuestra las siguientes igualdades:

1 . -
s;cnxoosxz = —tg2x b) sen(x +y)-sen{x —y)=sen’x —sen’y
cos“x—sen‘x 2

1 5
c) cos(x + 45"} cos(x— 45“]: —cos2x d) sen 2x +oos? X = Seosx +i

2 sen x 2 2

2 X senx  1+cosx & 4 4cosx
e) cosx +2sen” —=1 + =
2 1+cosx  senx 2senx +sen2x

ECUACIONES
EJERCICIQ 31 : Resuelve la siguiente ecuacién trigonométrica:
a) tag’x —tag x =0 b} 2cos™x — sen’x +1=0 ¢) 2senx.cos’x — 6se’x = 0
3
d) cos 2x +20°) =- —[~ e) Isec x - 2sen xtagx=-3  f) sen’ X + L3
2 secx 4
EJERCICIO 32 : Resuelve las siguientes ecuaciones: ‘
a) cos2x = 3senx ~1 b) sen® x =1+cos’ x ¢) foen’ x J-1=2c0s x
d) senxsen2x +2sen’x =0 °  e) 2-4cos’ x =2senx f)cos2x+sen2x—%:0
. . 2 X i - 2
g} sen (x+45 )+se:n (x—45 )zl h) cos Ecosx::z ) cos2x +cos* x=2
1) cos (6.x) + cos (8.x) = - V3 .cos x k) cos5x +cos3x= V2 cosdx

REPRESENTACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

EJERCICIO 33 : Representa graficamente y estudia las propiedades de ias siguientes funciones:
a)y=cos X +m) b) y=senx+1
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PROBLEMAS
EJERCICIO 34 : Un barco, pide socorro recibiéndose la sefial en dos estaciones'A y B que distan

entre s 45 Km. Desde cada estacion se miden los dngulos BAC = 44° 55° y ABC = 52° 16°. A qué
distancia se encuentra el barco de cada estacion?

EJERCICIO 35 : Tres puntos A, B y C estan unidos por carreteras rectas y llanas, La distancia AB
es de 6 Kin, la de BC es de 9 Km, el angulo que forman AB y BC es de 120°. ;Cuél es Ia distancia
de A a C?. Caleular los otros dos dngulos.

EJERCICIO 36 : Desde dos puntos situados en la misma orilla de un rio y separados entre si 30 m
se observa un arbol situado en la otra orilla. La distancia del primer punto al pie del 4rbol es de 24
m y el dngulo que forma la visual del segundo punto con respecto al rbol es de 45° 37°. Calcular Ja
distancia del segundo punto al 4rbol y el dngulo que forma la visual del primer punto.

EIERCICIO 37 : Resolver el siguiente tridngulo: A=30°%,a=40m, b= 65 m. Calcular su drea. (
Enuncia las resultados teéricos gue utilices ).

EJERCICIO 38 : Dos amigos parten de un mismo punto en direccidn a dos ciudades situadas a 200
y 300 Km, respectivamente, del punto de partida, El dngulo que forman dichas carreteras es de 60°.
En sus coches llevan un teléfono movil que tiene un radio de alcance de 250 Kms. jPodran ponerse
en contacto cuando Heguen a su destino?. Calcular los otros dos dngulos.

EJERCICIO 39 : Dos asistentes a una conferencia se sitian en las dos butacas extremas de una fila.
Cada uno desde su posicion, mide el angulo que determinan el conferenciante y el otro asistente
obteniéndose resultados de 37° y 42°. ;A qué distancia estd cada uno de ellos del conferenciante?.
¢A qué distancia se encuentran ambos del escenario?. Desde una butaca a la otra hay una distancia
de 30 m.

EJERCICIO 40 : Una antena de telefonia movil esta sujeta al suelo con dos cables desde su punto
més alto, y uno de los cables tiene doble longitud que el otro. Los puntos de sujecién de los cables
. al suelo estén alineados con-el pie de |z antena, la distancia entre dichos anclejes es de 70 metros y
el angulo formado por los cables es de 120°. Calcula ia longitud de cada uno de los cables v Ia
altura de la antena de telefonia.

EIERCICIO 41 : De un tridngulo ABC sabemos quea=12cm, b=18cm y A+ B = 110° ;Cudnto
valen A y BY?

EJERCICIO 42 : En un mapa de carreteras observamos los B e
pueblos A, B, Cy D como se indica en la figura. Por un error 0 -
no aparece la distancia entre los pueblos A y D, pero si las ok N 1 2k
distancias y &ngulos que forman las carreteras que los unen. '
Calcula la distancia entre los pueblos A y D. ' _

A o e e = 2D

EJERCICIO 43 : En una circunferencia de radio 10 cm trazamos la cuerda AB de 8 cm. S1 O es el
centro de la circunferencia, halla el dngulo AOB.

EJERCICIO 44 : Desde una carretera se ve el punto més alto de una montafia, y Ia visual de dicho
puzto forma un dngulo de 40° con la horizontal. La carretera avanza hacia la montafia en linea recta,

y después de avanzar 5 Km, vemos que la visual con el pico y la horizontal forma um 4ngulo de 75°.
;Qué altura tiene la montafia?
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TEMA 6 — NUMEROS COMPLEJOS

8.1~ EN QUE CONSISTEN LOS NUMEROS COMPLEJOS
DEFINICIONES

Al resolver ecuaciones del tipo : X+ 1 =0=x=1x \/ 1 que no tiene solucién en los
mimeras reales, : ~

Los ntimeros complejos nacen del deseo de dar validez a estas expresiones. Para elio es

‘necesario admitir como mimero valido a v~ 1 v 2 todos los gue se obtengan al operar
con el como si se tratara de un nlimerc mas.

Unidad imaginaria: Se llama asf al nuevo nimero /1 | Y se designa porlaletrai
Ci=4-1;2=-1(El normbre 1 viene de imaginarie)

Nimeros complejos: Son las expresiones: a + bi, donde a'y b son niimercs reales.

Componentes: La expresidn a + bi, se llama forma binémica de un nimero complejo’
porque t}ene dos componentes: a = Parte real; b = Parte imaginaria.

Igualdad: Dos mimeros complejos son ignales sélo cuando tienen la misma
componente real y la misma componente imaginaria.

" El conjunto de todes los nfimeros complejos se designa por C.
C={a+bi/a,beR}

L.os nimeros reales son comple_] os: R © C: Los reales son nimeros complejos cuya
parte imaginaria es cero: a + 0i =

Nimeros i Lmagmarws Son los numeros complejos cuya componente u‘nagmarla no es
cerc. Por tanto, un nimero complejo oesreal o es zmagmarlo

Nimeros imaginarios pures: son los iingginari 08 cuya parte real es cero: 0 +bi =bi
" Opuesto de un nﬁm’erd comélejo Z=a +b1 —%5 = -a -bi

: Cdnjugadb de un nimero 'col—nplejo_?;: athiiz=a : bi -
REPRESENTACION GRAFICA

‘Las sucesivas categorias de numerocs (naturales, cnta1 oS, rac.l onales,...) se pueden

'_ representar sobre la recta, Los reales la llenan por completo, de modo (que-a cada

nimero jeal le corresponde un punto en la recta y cada punto, un ntimero real. Por eso
hablamos de recta real.

030
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Para representar los ndmeros complejos tenembs que salir de la recta y Henar el plano,.
pasando asi de la recta real al plano complejo. ~ ' '

" Los nfimeros complejos se representan en unos &jes cartesianos, El ejg-X se llama eje
real y el Y, eje imaginario. El ntmero complejo a + bi se représenta mediante el punto
(a,b) que se llama aftjo, 0 mediante un vector de origen (0,0) y éxtremo (a,h).

Los afijos de los numeros reales se sittian sobre el gje real y los Imaginarios pures, sobre
el eje imaginario, ~ ' ' ‘ '

_RESGLUCIGN DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
7 Cualguier ecuacién de segﬁndo grado con coeficientes reales que no tenga solucién real

tiene dos soluciones imaginarias que son nimeros complejos conjugados.

6.2~ OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA
BINGMICA B R

Les operaciones con los nimeros compleios en forma bindmica se realizan signiendo
las reglas de las operaciones de los niimeros reales y teniendo en cuenta que i = -1,

* SUMA: La suma de dos nimeros complejos es otro nimero complejo cuya parte real es
la suma de las partes reales y cuya parte imaginaria es la suma de las partes imaginarias.

ztz={a+b)+ (@ +b)=a+bi+a +b%=(a+2a")+ (b+tbi

RESTA: La resta de dos nimeros complejos es otro nimero complejo cuya parte real
es la resta de las partes reales y cuya parte imaginaria es la resta de las partes
imaginarias.

z-2=(a+bi)- (@ +b)=a+bi-2° -Bi={a-a")+ (b-b")i
MULTIPLICACION |

zz=(a+bi)(@ +b)=maa’ +abi+ba’i+b i =aa +abi+a’bi—bb =
=(aa’~bb’)+(ab’+a’b) S '

© Nota: Si multiplicamos un nimeéro complejo por s conjugado obtenemos un_nﬁmerb
Lrealizz=(a +bi).(a-bi) =o' — (b’ =& - b i =22 + b’ :

| .DIVISEGN:- Multiplicamos y dividimos por él conjugado del denominador. ‘

z a+bi _(a+bi).e~b1) (aL.'a"Tb.b‘)-F (b.a’~a.b')1' _aa+hb ba’—a.b‘j
Z awbi  (awbi)a-bi) a74p° a?+b?  a74p?

POTENCIAS DEi: -

- . . a3 . .o
A 10=1;1=»1;r=-1;13"—"-1;14=1; ...... o
. 1" = se divide 1 entre cuatro ¥ nes quedamos con el resto 0,123 =i"=1
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FROPIEDADES

La suma de nfuneros complqos cumple las prop1edadcs asociativa y conmutatwa
El 0 es ¢l elemento neiitro de Ja suma,

Todos los nimeros comple}os tienen un epuesto,

La multiglicacién de nimero compleo es, también, asociativa y conmutativa,

El 1 es el elemento neutro del producto

Todos los nitmeros complejos, a.+ bi, saivo €l 0, tienen un inverss: 1/(a + bi)
Ademas, la multiplicacién es dlstribu tiva respecto de la sums.

‘Con todas estas propledades nos dicen gue podemos operar con Ios complu}os dela
- misma forma q_ue con los reajes :

5.3 — N&MERQS CQMPLE&QS' EN FORMA POLAR
MODULO Y ARGUMENTO DE UN NUMERO COMPLEJO

Médulo de un nimers complejo z s Ja longitud del vector mediante el que dicho
nimero se representa. Se designa porr = |z

Arguinento de un nimero compiejo es el angulo que forma el vector con el eje real
positivo. Se des1g;1a o=arg (z) (0°<ax< 360°)

Nimero complejo en forma polar: z=1g

PASO DE FORMA. BINOMICA A FORMA POLAR

r=+ya’+b?
[ b .

arctag—  sia# 0 (Teniendo en cuenta el cuadrante)
z=a+bi= ¢ ' 2 _
o =9 90° sia=0 y b>0.

270° sia=0 yb<0 -

.

PASO DE FORMA POLAR A FORMA BINGMICA -

Ba=rCOSO, - B
Z=Tg =S . . =S Z=rcoso+rsenod
. bh=rseng '
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6.4 — OPERACIONES CON COMPLEJOS EN FORMA POLAR

PRODUCTO: Al multiplicar dos niimeros complejos en forma polar obtenemos ofro
nomero complejo en forma polar de médulo el producto dé los médulos y de argumento
la suma de los argumentos (reduczendola aun ano'uio entre 0%y 364°)

el'y = (rcosa + rsenau). (" cosa’+r'sena ') = (reosar’ cosal’ - rsana..r’sena’) +
(roosa.r’sena’ + rsencl.r’oosa’ M = rr(coso.cosc.’-sena. seno'.’) +1r’.(cosa.sena’ +
Send..cosa = cos(cf,+ a’)+rr'.sen (o + o V=

POTENCLA: La potencia n-ésima de un nimero complejo eu forma polar es otro .

“nimero complejo en forma polar de médulo 1a potenma n-ésima del modulo ypor
'argumento el argumento mu]ﬂphc&ao por a.

(te)’ = aeenda = Ty L+ 0= (r”)m

COCTENTE: El cociente de dos nimeros complejos en forma polar es otro nGmero
complejo de médulo el cociente de los modulos y por argumento 1z resta de los

) ! 'l
'y A\

FORMULA DE MOIVRE

Aplicando 1as propiedades de la potencia de un niimero complejo se obtiene la
signiente formula, Hamada formula de Mozwe

(cos o+ sena 1)° = cos no + sen na i
que es util en tngonometna, pues perm;te haliar COS nO. ¥ sen no. en fun(:lon de cosa y
sen oL

RADICALES

3, = @ s k=01,..,0-1

Da.ndo los valores de k obteneﬁ.]o‘s lan raices de dicho nimero complejo.

Paran>2, los afijos de estasn 1’8.1065 son ios veértices de un n-4gono regular con centro
‘en el orzgen ' :
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TEMA 6 - COMPLEJOS

EJERCICIQ 1 : Calcula en forma binémica ¥y rapresema graficamente la solucién:

(3—1)1 . 13;* (2' ) . ~1017(2-31)
131 o 3=-21 4421
251"l 1-7i 3247 ' 500¢1 -4
d) - ( _ ) 5)( .)' .() )
1+71 BEa! X ‘ 3-+1
PEERCICIO'P

) Representa graficamente el nlimero z=— 1 — i y halla su opuesto y su conjugado
b} Expresa en forma poler z=—~1-1 o

EIERCICIO 3 : Considera el niimero complejo z = 2- 2. 31
8) Represantalo graficamente y escribe su opuesto y su conjugado
b Exprx’:sa z en forma polar.

EIERCICIO 4 :
2) Expresa en forma bnémica el némero oomple;o z= 6 . yrepresentalo gréficamente.

b) Escribe el opuesto y el conjugado de z.
. ~1+./3i
EJERCICIO 5 : Calcula el valor de z°, sabiendo que z= —2@ :

EJIERCICIQ 6 : Calcula la cnarta potencia del miumero complejo z = -2+ Zﬁi.

EJERCICIO 7 : Halla las raices cuartas de 16 y represéntalas graficamente. ;Qué figura
obtienes si unes los afijos de las raices obtenidas?

- EJERCICIO 8§ :
Represen ta graficamente los resultados de hallar 3/1—i. ;Qué figura obtenemos al unir

los afijos de las rafces obtenidas?

EIERCICIO 9 : Halla las raices sextas de -ie mterpreta graﬁcamente los resultados
obtenidos.

E.TERCICIO 10: Resuelve las mguzentes ecuaciones:
a)3z°4272 =0 . B’ +3 0 c)225+2=0

EJERCICIO 11: : :
Representa z =2 - 21, su opuesto y su conjugado, y exprésalos en forma polar.

EJERCICIO 12 : Calenla 2°, sabiendo que z=1+.,/3L

FT RCICIC 13 : Halla los TUMEros complejes, z, que cumplem la swulente iguaidad:
24 64=0
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EIERCICIO 14 : Caiou]a; 4/-81

b

BJERCICIO 15+ Halla un niimero compiejo z, sabiendo que una de sus raices qumtas .
es 2 —2L '

RIERCICIO 16 o S _
a) Dado el mimero complejo z=1— .\/Ei, escribe.su opuesto y su conjugado, y representa

 los tres mimeros.
b) Escribe z, —z y Z enforma polar.

EIERCICIO 17: Esoﬁbe el oput:sto vel corjugado de z= 2\/_ - 2i,
Escribe los fres nimeros en fozma polar y represéntalos.

EJERCICIO 18
a} Escribe en forma bindmica z=2_ .

b) Hallasu opﬁ_esto.y su conjugado en forma binémica y polar.
¢) Representa z, —z y Z

EJERCICIO 19

a) Express en forma polar z=+3 -1

b) Escribe en forma bindmica y en forma polar el opussto v ei conjugado de z.
¢) Represenita z, -z y Z '

EJERCICIO 20 : Caleula:

(2 (2-3}F* . (1-3i) | -3 - 29(2+31)
(12) by 4/—81 c)(_)i @ 3/2-2i e)m

43
5 YT g ﬁ b (2+21) (7—1)1 i m

—~1+3] =241

-+ 01 . L
séa un mimero magmarzo pU.I'O.

EJERCICIO 21 : Calcular x para que
: -1
EERCICIO 22 : El ntimero complejo de médulo 12 y argumento ] 50° es el producto de
“dos nilimero complejos, uno de los cuales es el nimero 4. Di cudl es el otro y exprésalo
en forma bmomxca : :

EJERCICIO 23 : Fl producto de un nimero complejo de argumento 60° por otre de

médule 5 nos da como resuftado el niimerc complejo -6 + 6 NER Halla el modulo del
prn:nero y el ergumento del segundo. -

EJERCICIO 24 : Halla dos niymeros complejos corgucrados cuyo coolente seaun
zmagmarlo puro y su diferencia sea 41,

E.TERCICIO 25 1 Un cuadrado con centro en el origen de ooorasnadas tiene tmo CL sus
vértices en el punto A(3,4). Calcular los demas vemces

- EJERCICIO 26 : Caleular dos mimeros complejos cuya suma es un nimero rezl, so
diferencia tiene por parte real —1 y su producio vale 15+ 3i
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TEMA 7 - VECTORES

7.1 - LOS VECTORES Y SUS OPERACIONES

DEFINICION

_)
Un vector es un segmento orientado. Un vector AB queda determinado por dos puntos,
origen A y extremo B,

B

B!

"

P
Elementos de un vector:

s  Mbdulo de un vector es la distancia entre A y B y se designa por el vector entre
—_
barras : | AB|
e Direccién del vector es la direccién de la-tecta en la que se-encuentra el vector y.la

de todas sus paralelas.
o Sentidosivade AaBodeBaA.

Ignaldad de vectores: Dos vectores son iguales si tienen el misme médulo, direceidn y
sentido. Todos ellos se llaman representantes de un Gnico vector. Llamaremos
representante candnico a aquel vector que tiene por origen el punto O.

: : - = o
Notacién: Los vectores se representan por letras: u, v, w, ... 0 bien mediante uno de

-
sus representantes, designando su origen y su extrerno con una flecha encima AB

PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN NUMERO

- -
El producto de un nimero k por un vector v es otro vector kv que tiene:

.——).
»  Mbdule: igual al producto del médulo de v por el valor absoluto de k : {k_:/i =

_)
li.f v |
. vy * —+
. D]I‘E‘,{.:CIOI‘J: la misma que lade v oy S P
s Sentido: - 2/\_1{/ S 5
-3 -5
- Elde v sik>0 | S .
- f// '_-,:—'/ =3
- Eldelopuestode v sik<0 -

— —
Eiproducto 0. v es igualal vector cero: 0 . Es un vector cuyo origen y extremo
coinciden y,-por tanto, su mddulo es cero y carece de direccién y de sentido.

— i - -
El vector —1. v se designa por —v y se llama opuesto de v
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SUMA DE DOS VECTORES

- -
Dados dos vectores u y v para sumarlos graficamente hay dos posibilidades:

» Se situa ef origen del segunda vector sobre el extremo del primero y el vector suma
es el vector que une el origen del primero con el extremo del segundo.
» Se situan los dos vectores con origen comun. Se forma ef paralelogramo que tiene
e --por-lados-los-dos-vectores y la.diagonal-que parte del origen de los dos vectores es el
vector suma.

RESTA DE DOS VECTORES

Restar dos vectores es lo mismo que sumar al primer vector el opuesto del segundo,

e -
u—v=u+(-v)

COMBINACION LINEAL DE VECTORES

" - = - -
Dados dos vectores, u y v ,ydosnimerosayb, el vectorau +b v se dice que es

- =
una combinacion linealde v v v.

Notas:
- Cualquier vector se puede poner como combinacién lineal de otres dos.

- Esta combinacidn lineal es Onica.




TEMA 7 — VECTORES - MATEMATICAS I~ 1° Bach. 3

7.2 - COORDENADAS DE UN VECTOR. BASE

had 4
Dosvectores u y v con distintas direccion y no nulos forman una base, pues
cualquier vector del plane se puede poner como combinacion lineal de ellos,

Silos dos vectores de la base son perpendiculares entre si, se dice que forman una base
ortosonal, y si ademds tienen médulo 1, se dice que forman una base ortonormal.

—
Coordenadas de un vector respecto de una base: Cualquier vector w se puede poner

— -
como combinacion lineal de los elementos de una base B( x , y ) de forma tnica:

- = o
w=ax +by

—
A los niimeros (a,b) se les llama coordenadas de w respecto de B.

— =3
Y se expresa asl: w =(a,b) 6 w (ab)

OPERACIONES CON COORDENADAS

SUMA DE DOS VECTORES

- =
Las coordenadas del vector u + v se obtienen sumando las coordenadas de | con las

—3 —>
de v: u Fovo= () + (Vive) = (U Hup, vy + V)

RESTA DE DOS VECTORES

. - = :
Las coordenadas del vector u - v se obtienen restando las coordenadas de . con las de

— - -
Vi no-v = (111,112) - (V},Vz) = (U.] - Uy, Vy - Vz)

PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN NUMERO

- -
Las coordenadas del vector k u se obtienen muitiplicando por k Jas coordenadas de u

..._}
ku =k.(ug,ug) = (kuy,kiy)

COMBINACION LINEAL DE VECTORES

- —
au +bv =alu,wm)+blvy,vy) = (an; + bv,au; + bva)
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7.3 — PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES

DEFINICION

— -3
El producto es calar de dos vectores v y v es un niimero que resulta de multiplicar e] -

médulo de cada uno de los vectores por ¢l coseno del 4ngulo que forman y se designa

- = - - = - - =
por u. v : u. v ={ul|v|cos(u, v)
PROPIEDADES
* El producto escalar del vector o por otro vector cualquiera es ¢l nimero 0

R T Y - =
Siu=0o0ov=¢ ==u.v =0

Sidos vectores son perpendiculares, entonces su producto escalar es cero:
L — - —
Stulv=u.v =0
* Siel producto escalar de dos vectores no nulos es cero, entonces son

. - - e e - =
perpendiculares: u. v =0,conu # 0, v # 0 => ul v

* Elproducto escalar de dos vectores es igual al producto de uno de ellos por la
proyeccioén del otro sobre €, con signo + o — segiin si forman angulo agudo o

- =
u.v
., e d — -—}’
obtuse. Por tanto, llamaremos proyeccién ortogonal de u sobre v : u = 1
py
v
. ) - - 5
» Propiedad conmutativa: u. v = v . u
. o - = -
e Propiedad asociativaia.( u. v)=(au). v
. o e T e T S
* Propiedad distributiva: v (v +w)=u. v + u.w
e B e T
* SiB(x,y)esunabaseortogonal: x .y =y. x =0
e - = = = e - 3
* SiB(x.y)esunabaseortonormal: x.y =y.x =0, x.x =1, y.y =1

EXPRESION ANALITICA (en una base ortorormal)
-3
Silas coordenadas de los vectores u y v respecto a una base ortonormal son u (,u9) ¥

—
v {v),v2), entonces el producto escalar wv adopta la siguiente expresion:

- =
ULV =ULY T U vr

- - — — - = - = -3
Dem : = (U x ¥ ) v x F vy = unvn ox x4 upvs .y tunvy oy

— -
X T UV oy .y =unv ot U

- =
u. v

MODULO DE UN VECTOR {en ura base ortonormal)
., , - = - - - = b4 b bl 2 i -+ —
Expresién vectorial : v.v =|v{|v]|cos(v,v)=|v ‘cos0=]v| =lv = Vv.v

..+
Expresion cartesiana @ | v | = 4/v? +v]
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ANGULO DE DOS VECTORES (en una base ortonormal)

QN
- 2 L.V
n. v

.. . = = = - -
Expresién vectorial : =lul|v|cos(u, v)=>cos(u, v)=

- =
luf.lv]

UV, + 1,9,

ol +ul v 4]

-
Expresion analitica : cos (u, v )=

VECTOR ORTOGONAL A OTRO
Un vector ortogonal a (a,b) es (-b,a) 6 (b,-2) “Sicambian de orden y una de signo”.
VECTOR UNITARIO

Para convertir un vector en unitario, se¢ divide cada una de las coordenadas por el

..+
méduio del vector: u (a,b) = Vector unitario { 2 , b
x/ a2 +b? \/ a? +b2

7.4 - ALGUNAS APLICACIONES DE L.OS VECTORES

COORDENADAS DEL VECTOR QUE UNE DOS PUNTOS

_)
Las coordenadas del vector AB se obtienen resténdole a las coordenadas del extremo B

.—}
las del origgn A AB = (X2,¥2) — (x1,y1) = (X-X1,¥2-¥1)
CONDICION PARA QUE TRES PUNTOS ESTEN ALINEADOS

Los puntos A(x1,91), B(%2,¥2), C(xs,y3) estén alineados siempre que los vectores AB y
BC tengan la misma direccién. Esto ocurre cuando sus coordenadas son proporcionales:

X2 7% _YaTY
X3—X; ¥z ¥

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

Las coordenadas del punto medio, M, de un segmento de extremos A(x1,y1), Bxa,v2)

son: ' M 5 +E, ¥, +Y,
2 72

SIMETRICO DE UN PUNTO RESPECTO DE OTRO

Para calcular el simétrico A’ del punto A respecto del punio B, solo hay que tener en
cuenta que el punto B es el punto medioc entre A y A’
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TEMA 8 — GEOMETRIA ANALITICA

8.2 - ECUACIONES DE UNA RECTA

Para determinar una recta necesitarnos una de estas dos condiciones
._)
1. Un punto P(Xy, yo) y un vector vV = (a,b)

.%
2. Dos puntos P(xo, vg) , Q(x1, y1) — Un punto P(xy, yg) y un vector PQ
8.2.1 - ECUACION VECTORIAL
(Xw}I) = (X.(), YG) + t(&,b) Vte R

8.2.2 - ECUACIONES PARAMETRICAS

X=X +at
VteR
y=Yy,+bt

8.2.3 - ECUACION CONTINUA

§.2.4 — ECUACION PUNTO-PENDIENTE
Y=Y =E-(X—Xo) m= E=}t)emiian’u=:
a a

8.2.5 - ECUACION EXPL?CITA

m esla pendiente
y=mx +n donde .
1 eslaordenada en el origen (o que valela v cuandox =0

8.2.6 — ECUACION IMPLICITA

ay-ypa=bx-bxy—bx-aytay~bxe=0- Ax+By+c=0

—3
n = (A,B) = (b,-a} = vector normal de la recta perpendicular al vector director.

NOTA

- l -
e V={ab)«> n =(ba)— m=ba

-~ —
s n =(AB)-»V=(BA)> m=-AB
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8.3 — HAZ DE RECTAS

8.3.1 - HAZ DE RECTAS DE CENTRO P,

Al conjunto de fodas las rectas que pasan por un punto P se le llama haz de rectas de

centro P,

La expresién analitica del haz de rectas de centro P(xo,yo) €5 @ a(X — Xo) + b(y — 7o) =0

8.3.2 - HAZ DE RECTAS

S1lo que conocemos son dos rectas pertenecientes al haz: rrax +by +¢=0,s:a’x + b’y

+¢'=0, el haz ponerse asi: k(ax + by +¢) +k'(ax+by+c)=0

8.4 - PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD

8.4.1 - RECTAS PARALELAS

*  Vectores directores paralelos (proporcionales)
* Vectores normales paralelos (proporcionales)
» Misma pendiente (m; = my)

8.4.2 - RECTAS PERPENDICULARES

» Vectores directores perpendiculares {producto escalar nulo)
* Vectores normales perpendiculares (producto escalar nulo)
* Producto de las pendientes igual & ~1 (my.m; = -1)

8.5 — POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS

FORMA GENBR%L FC_)RMA EXPLICITA RESOLVER L
I:Ax+By+C =0 y=mx+n
PIAXABYLC =0 |yemixtn SISTEMA
A B C m=m’ , .
COINCIDENTES e . Infinitas soluciones
: A B C n=n
A C =m’
PARALELAS A_BLE mEm No tiene solucion
A B n#n
A B .
SECANTES e # B m=zm’ Una solucién
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8.6 — ANGULO ENTRE DOS RECTAS

8.6.1 — SI TENEMOS SUS VECTORES DIRECTORES O NORMALES

- =
cos( vy, Vg}=

cos (1,8) = ¢

- =
cos(iiy, ng)=

NDrillyg

v

8.6.2 - SI TENEMOS SUS PENDIENTES

La pendiente de una recta es la tangente dei angulo que forma con el eje oxX”

_ ] tagB—tagalJ m, —m, |

tag (B - o) (2 scluciones)

11 + tagB.tagal ‘1 +m,.m,

8.7 — DISTANCIAS

8.7.1 - DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

La distancia entre dos puntos es el méduio del vector gue une dichos puntos

Pxo, o), Q) — AE,Q) =170 = (x,— %o + (¥, ~¥o )

8.7.2 — DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA’
A, + By, + (|

VA? +B?

8.7.3 ~ DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS PARALELAS

d{ P{xoye), Ax+By+C=0)=

e-¢

NA? 4+ B?

d(Ax+By+C=0,Ax+By+C =0)=
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TEMA 8 - GEOMETRIA ANALITICA

—_
EIERCICIO 1. Dada la recta que pasa por P(-2,0) y tiene por vector director v (2,2). Escribir su ecuacidn en todas las formas
posibles,

EJERCICIO 2:Escribir en forma vectorial y general las ecuaciones de las rectas;

X=~2-3t — X =2t
a) b) f_,_Ezl <)
y=1+2t 2 -5 y=1

Xt6 = y—_zleli ge un vector director v un puntc de dicha recta, Escribela en todas, sus formas,

EJERCICIQ 3: Dade la recta

EJERCICIO 4: Escribe en todas sus formas la ecuacién de la recta que pasa por M(3,1) N(-2,4)
EIERCICICQ 5: Calcular e] vector director de larecta 2x + 3y - 4=10
EJERCICIO 6: Calcula m para que Ja recta 2mx — m?y + 2m-+ 9 = 0 pase per el punto (-1,1)

EJERCICIO 7: Dadas las rectas: a) 3x -2y +5 . by y={(53)x-2
Encuentra su vector director y su pendiente.

EJERCICIO 8: Comprueba si los puntos A(2,6), B(-1,3) y Q-4,0) estan alineados

EIERCICIO 9: Dada la recta 3x + 6y + 7= ( determinar;
a) Vector director

b) Pendiente

c) Distancia de] origen de coordenadas a la recta.

EJERCICIC 10: Drada la recta de ecuacidn r 4x + 3y +3=0
a) Calecular su pendiente

b) Caleular las ecuaciones de las rectas paralelas a r que se encuentran a dos unidades de distancie.
—

EJERCICIO 11: Calcular el valor de m para gue las rectas iz 2x+my-4 =0 ﬁ’ y= sear:
a. Paralelas b. Perpendiculares

EJERCICIO 12: Hallar ta ecuacién de Iz rectz que forma un 4ngulo de 45° con el efe positivo de abscisas y pasa por el punto (4,5).

EJERCICIO 13: Calcular las ecuaciones de Jas rectas paralelas a 2x+3y-4 = 0 que disten 2 unidades M punto (5,7). {Ayuda: Existen
dos) :

EJERCICIO 14: Ecuacidn de la recta perpendicular a y = 2x - 3 y que pasa por el punto de corte de lasrectas: v: x + 2y = 0

rix=t y=-5+3t
EJERCICIQ 15 : Determinar las coordenadas de un punto P, sabiendo que pertenece a la recta x - y+ 1 = 0 y dista 5 unidades del
origen.

EJERCICIO 16: Dadas las rectasimx +2y +6=0 srnx +y =9
Hallar el valor dem y de n para que sean paraielas y la recta s pase por ef punto (18,0)

EJERCICIO i7:

a) Cajcular ia ecuacion de la rectar que pasa por los punios A(2,1) y B(4,-3)

b) Calcular su pendiente

¢) Calcular una recta perpendicular & la recta r del apartado a) que pase por el punto (2,0)
d) Distancia de lz rectar al punto (1,0)

e) Angulo que forma Ja rects r con la rects x + y+2=0
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EJERCICIQ 18: Sea larecta rix+y-5=(0 y el punto P{6,2)

2) Bouacion de un rects paralela a r situada a una distancia de 3. '\/5 /2

b) Angulo que forma l& recta r con la recta que pasa por el origen de coordenadas y por el punto P.

[

x=1+3t

BJERCICIO 19: Dada la recta de ecuacion { 0
: y=-
a) Caloular su pendients

b) Caleular su ecuacion segmentaria '
¢) Calcular una recta que forme con r un dngulo de 452 y pase por ¢l punte (2,-1).
d) Caloular lz ecuacidn de las rectas paralelas a "r" a dos unidades de distancia.

EJERCICIO 20: Dada la recta r: -’é‘-*r?]- =3

Caleular una recta paralela y otra perpendicular 2 la recta r por el punto de interseccién de las rectas

hy=2x-1 1" x+2 2
2 -l
EJERCICIO 2%: Dada larectari x-y+3=0
Xx=i—1
Calcular la distancia del punto de corte de las rectag s ; 2x+y=0 m: { 2'1 6 alarectar,
y=2t-
EFERCICIO 22
A x=2t
a) Calculer m para que lasrectasr: 2x +my-4=0ys: { B+ sean
y =
a.l} Paralelas a. 2) Perpendiculares
b) Calcular tas ecuaciones de las rectas paralelasar: % = y; 2 que distan dos unidades del punto P(5,7).

¢y Caleular la ecuacion de la recta que forma un dngulo de 45° con 1 : 2x+ 3y = 2 y pasa por el punto de ordenada en el origen -3.
EIERCICIQ 23: Dada larectar: x+2y= 6

a) Caleular el simétrico del punto A(3,0) respecto der.

b} Caloular la recta siméfrica de r* respecto de 1.

EJERCICIO 24: Calcular el simétrico del punto (2,1) respecto de la recta: 4x +3y+3 =90

EJERCICIO 25:

a) Ecuacion de la mediatriz del segmento determinado por los puntos A(1,-2) ¥ B(3.0) y ¢l dnguio que forma esa mediatriz con e
gje OX.

b) Calcular el drea y el ortocentro del triangulo de vértices A1, 1), B(4,2), C=(3,5).

EJERCICIC 26: En un trignguto ABC el vértice A es (2,5} y ef punio medio de BC es (3, 1) y el punio medic del lado AB es (0,4).
a) Hallar jos vértices By C

by Hallar el dres del triangulo

c) Calcular iz ecuacidn de la recta altura correspondiente al vértice A d) Calcular las coordenadas del circuncentro,

EIERCICIO 27: Sea un paralelogramo de vértices A = (7,4}, B = (2,2}, C=(3,5). Calcular el cuarto vértice, su drea y su perimetro y
la ecuacién deuna de sus diagonales.

EJIERCICIO 28: En un trianguio ABC, el vértice A tiene de coordenadas (2,5). E! punto medio de BC es (2, 1) y el punto medio del
lado AB es (0,4). Calcular:

a) Los vértices By C

b) El area del trigingulo,



B | Calcula g sabjendo queT = (g, 3)yV = (\/ﬁ 'I) for-

man un &ngulo de 30°
Solucion: g = 12\/5 - 9\/5

7 | bl =3, Y& y_!; son perpendiculares,
halla [ +bly[d—bl

Solucior: T+ 5l =13 (T—h! *—"\fﬁ

E&H Sabiendo que T y V tienen el misme moduio y que
T=3xYyv=1(2~1 caleula el angulo gue forman los
vectaresT + VYT — V.

Solucion: 90°

=8| Dados los vectores ¥ = (7, 8 YW = (4, X, caleula x
para gue estos:

a) Sean perpendiculares,
b} Sezn paralelos.
€) Formen un angule de 30°
Soludéia) x= —7 b)x=16/1 ¢)x=686x= —0,02
B 1] Hallz la proyeccién ortogonal del vectorf = (2, —1)
sohre el vector vV = (-3, 7).
Solucibr: proy{ih = 1BV58
30 Dado el vector T = (—3, 6), determina el médulc

del producto escalar de porV, si sabemos gue la proyec-
cién dev sobre™ es 3,

Solucion: 9'\/5

BE ] Dados los puntos A(7, 0), B{4, 6) y (=1, —1), calcula
las proyecciones de ABy CB sobre AC Y comprueba qgue la
suma de ambas es igual al moduio de AL,

Solucion: proy;z(48) = ]Bf\/@ s proy(CB) = 47/"\/(5

Aplicaciones de los vectores
321 Dado el tridngulo cuyos vértices son A{(=1, 0}, B(3,3)
y C{1, —2), calcula:
a} Lalongitud del lado AB. <) El dngulo A -~
b) Lalongitud del lado AC.  d} Eiarea del triangulo.
Soluciéma) 5u b) 7V2u €] 81°5211,63" o) T
33} Dado el triagngulo de vértices A{—3, 7), B(5, 6) ¥
C(~2, 15}, calculz el valor de su area y 2l dnguio A
: _ Sejucian: frea = 325054 = 90°
34} Dado el tridngulo de vértices A(—1, 1), B(=3, S)y
€3, 3), calcuia el valor de su dreay el dngulo A
Solucion: Area = 101754 = 45°

Ecuaciones de la recta

33 Determina si los siguientes puntos estan alineados
y, en el caso de que o estén, averigua la ecuacion de la
recta a la que pertenecen.

al A1, 8, B(—2,0)yC(1/2,5)
b} AQLZ),B(-3,31yA-1, 4

B B D Caicula la ecuacién de la recta que pasa por A(3, 2y
B(—6, 0). Exprésala de todas las formas posibles,

Bl ;Qué podrias decir acerca de una recta cuyo vector
director es (1, 1)?

B EBE SiA(2, 7), B& —3)y (0, —10) son tres vértices con-
secutivas de un paralelogramo, determina las coordena-

das del vértice D. A continuacién, averigua las del punto
en el que se cortan sus diagonales.

Sohucidn: 0{—8, 9). Las diagonales se cortan an M(%, —3/2)
301 Los puntos A(0, —2), B{6, 0} y (3, 4) son tres vértices

de un paralelogramo. Calcula el cuarto vértice v las ecua-
ciones de sus diagonaies.

Soluciom: D{—3, 2)
[ B Dadalarectar {;Z 3—_2 -BI-IZT' t £ R, halla ef valor

de g para que (—4, 7) perienezca a r.

Soluddén: g = 4

EE ] Cajcula b para que ia recta x + by — 7 = D pase por
el punto de interseccién de estas recias:

=0

= — 4

Solucidm b =2

Fix i ={=7,00+ A5 1, 5:{;

7l EE Dados los puntos del plano A(2, —1) y B0, 3}y la
recta r de ecuacién x + y — 2 = 0, calcula las coordenadas
de un punto C de la recta que esté alineado con Ay B.

Solucidn: £(1, 1)

Posiciones relativas de rectas

B T Calcula la ecuacidn de una recta paralela a la de
ecuacion 3x ~ 2y + 5 =0 que pase por el punto P(—1,5).
Exprésala en forma vectorial y paramétrica.

I BEL Seanry s las dos rectas del plano de ecuaciones:

x+1 y+2
r2x— —3=045 _-
‘ Y 4 2

Determina la ecuacién de la recta gue pasé por el punto
de interseccion de ry s y es paralela a la recta de ecuacion
que pasa por los puntos (2, =1}y {—3,2).

5] Calcula la ecuacién de la recta perpendicular a la de
ecuacién 3x — 2y + 5 =0 gue pase por &l punio P(—1, 5).
Exprésala en forma continua y explicita. ’

Considera la recta de ecuacion y = ~7x + 5. En-
cuentra las coordenadas del punto de interseccion de esta '
recta con la recta perpendicular a ella gue pasa por (—7, ).

Solucion: £{—7/50,289/50)
EE} Dadas las sigujentes rectas:

o x=—3m
pSx—y+4=0.xg {y=4~*}\ ,conh ER

determina el valor de m parz que las rectas ry s sean:
aj} Paraleias.

b) Perpendiculares.

c) Coincidentes,

Sotuciéa: a) m = — V5 B} m =75 c} Nopueden ser coincidentes

@ Geometria



EA4F| B | Los puntos A(1, 2) y D(5, 4) representan los vertlces
opuestos de un cuadrado:

Yi

> ¥

o]

FicurA 6.36.

a} Calculz e punto medio, M, de ia diagonal, AD, del
cuadrado (M serd el centre del cuadrado).

b) Escribe la ecuacion de la recta que pasa por M y es
perpendicular 2 ka diagonal AD.

¢) Calcula las coordenadas de los otras dos vértices By C
del cuadrado.

Solucién: &) M(3,3) <) Bl4, 1), ((2, 5}

149 Explica la condicidn que han de verificar Ay 8 i las
2

rectas Ax+ By + €= Oy~————= LAt 3
a}. Son perpendiculares.
b} Son paraleias.

E) Sea rla recta de ecuacidn 3x ~ 5y + 2 = 0. Determi-
na las ecuaciones de las rectas paralela y perpendiculara r
que pasen por el punto (—15, 4).

Hi Dadsz la recta de ecuacion 3x — 5y + 7 = 0, deter-
mina la ecuacion de la recta perpendicular que corta el gje
de ordenadas eny = 3.

152) Deterrmina el valor de g para gue |as rectas de ecus- -

clonesx — bay= 1y 2x + 3y = ] sean:
b} Perpendiculares,
Soludién:a} o= —3/10 b) a=2/15

a) Paralelas

53] Determina el valorde mparaquernx ~y+ 4=0

X=3-+mh
.ys.{y=1 — A E Rsean:
a) Paralelas, b) Perpendiculares.
Solucidm a) m= ~4 B)m=4
X=—3+5r
7 BE . —7=0ys
54 Dadasn2x+my—7 Oys.[y:7_'_n)\ JAER,

sabiendo que s pasa por P13, 8), determina my n en los si-

guientes casos:

a) Sirysson paralelas.

b) Sirysson perpendiculares,

Soludifn: @} 0 = 3/16,m = ~32 b} n= 5/16,m = 1/8

55} De un rombo ABCD conocemos las coordenadas de

tres vértices: A es el origen de coordenadas, B(4, 1) y D(1, 4}

a} Calcula las coordenadas del cuarto vértice, C

b} Comprueba, analfticarmente, que las diagonales son
perpendiculares y que se cortan en su punto medio.

Solucion: a} (15, 5)

H Caleulz las coordenadas del punto simétrico de
A{1/6, 1) respecto del punto P{1, —4}.
Soludén: A{11/6, —9)

BE ) Halla las coordenadas del punto simétrico a! punto
P(Z,2) respectodelarectax— 2y ~5=0,

" Solucion: P{24/5, —18/5)

5] Calcula el punto simétrico de A(Q, 4} respecto de la
rectalx—y+1=40
Soludon: A419/5, 17/5)

Bl EE Calcula el punto simétrico de A{—2, —1} respecto
jx =31
delarectar {y= 7—5t't€ R.

Selucidn: A8, 5)

60

B ] Determina la ecuacidn de la recta simétrica de
rx+y-—1=0respectodelarectasix—2y+3=20.

Distancias y areas

[ Halla el perimetro del cuadrildtero ABCD si A = (3, 4);
B es el punto simétrico de A respecto de la bisectriz def pri-
mer cuadrante; G el simétrico de Brespecto del eje de orde-
nadas, y 5, el simétrico de C respecto del eje de abscisas,

Soludién: P = 16 -+ 6V/2 1
62 Halla la distancia del punto P2, 2) a la recta paralela
al eje de absdsas que pasa por el punte Q{3, 4).
’ Solucion: 4 = 2y
63 Considera el tridngule formado por las rectas de
ecuaciones 2x — y — 1 =0,x + 2y — 8 = 0y &l gje de orde-
nadas, Calcuia su perimetro y su drea,
Soludén: P =5 +3V5 44 =51
|64 Calculs {a distancia entre les rectas 4x — 3y + 7 =0
y8x —6y=20.
Soluddn: d = 1,4y
Determina, sin efectuar calculos, ta distancia entre
las rectas3x+ 2y~ 5=0y 2x—~ 5y 1 =0
' Solucion; d = 0u

B Dadaslasrectasax+{e+ 2y=a+2yx+ay =3,
donde & es un pardametro.
a) Calcula un vector director de cada una de estas rectas.
b} Hallaios valores de o para los que las rectas son paralelas,
¢} Caleuls los valores de a para tos cuales las rectas son
perpendiculares.
d) Calcula la distancia que hay entre fas dos rectas cuando
a=2.
Soluciom: @) ¥, = (—e —2,0,V,=(—¢ 1) bla=2a= ~1
c)n—ﬂn— -3 d}d*ﬂf\/_u
Considera iz recte de ecuacion y = —2x + 2.

a) Averigua las coordenadas del punto de interseccdn de
esta recta con su recta perpendicular gue pasa por (6, 3).

b} Halla la ecuacién de lz paralelz gue contiene (3, 5).
¢} Caicula la distancia entre las dos rectas paralelas.
Solucién: a) A4/5, 25) ¢} d=9/V5u

B Determin si es equildtero, isdsceles o recté‘nguio al
trigngulo cuyes vértices son A(2, 2), B(5, 6) y {{—~2, 5).
Averiguz el valor de Ja altura correspondiente al vértice Ay
utilfzaio para calcular & drea del tridngulo.

Solucién: b = V272, 4 = 125 ¢

@ 6. Gosomatiric anglitice 20 @ picno
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TEMA 8 - GEOMETRIA ANALITICA

8.2 - ECUACIONES DE UNA RECTA

Para determinar una rectz necesitamos una de estas dos condiciones

__}
1. Un punto P(xg, ¥o) y un vector v = (a,b}

2. Dos puntos P(xg yg) . Q(x1, ¥1) — Un punto P(xg, yg) v un vector P_(E
8.2.1 - ECUACION VECTORIAL

(X:y) = (XD> YD) + t'(aab) Vte R

822 — ECUACIONES PARAMETRICAS

X=X% +at
Yte R
y=y,+bt

8.2.3 - ECUACTON CONTINUA

8.2.4 - ECUACION PUNTO-PENDIENTE

oo

Y=Y, =E.(x——xo) m= =pen&icnte
a
8.2.5 - ECUACION EXPLICITA

m esla pendiente
y=mx+n donde { pande

8.2.6 - ECUACION IMPLICITA

ay-yvpa=bx—bxy—sbx—aytay-bxg=0-Ax+By+c=0

: = (A,B) = (b,-a) = vector norma! de la recta perpendicular al vector director.
- ROTA
- - :
+ V={abl—n =(ba)— m=bha
- g
*» n ={AB)>Vv=(BA — m=-A/B

n  eslaordenada en el origen (lo que valela y cuando x =0
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8.3 - HAZ DE RECTAS

8.3.1-HAZ DE RECTAS DE CENTRO P.

Al conjunto de todas las rectas que pasan por un punto P se le llama haz de rectas de

centro P.

La expresion analftica def haz de rectas de centro P(Xo,Yo) €5 : a(X ~Xo) ¥ by —yo) =0

8.3.2-HAZ DE RECTAS

S1 lo que conocemos son dos rectas pertenecientes al haz: rmax +by+c=0,s:ax +b'y

+¢=0, el haz ponerse as{: k(ax + by +c)+k'(ax+by+c)=0

8.4 - PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD

8.4.71 - RECTAS PARALELAS

8.4.2 - RECTAS PERPENDICULARES

Vectores directores paralelos (proporcionales)
Vectores normales paralelos (proporcionales)
Misma pendiente (m; = my)

Vectores directores perpendiculares (producto escalar nulo)

e Vectores normales perpendiculares (producto escalar nulo)

Producto de las pendientes igual 2 -1 (mj.my = -1)

8.5 — POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS

Pow GENER{EL FORMA EXPLICITA RESOLVER EL |
TiAX+By+C =0 y=mXx+n
P A+ BY+C =0 ly=mx+n SISTEMA
' A B C m=m’ . .
I COINCIDENTES — R Infinitas soluciones

AI Bl Cl n=rn
A =1’

PARALELAS A_BLC mEm No tiene solucion
A B C n¥n -

' A B .,
SECANTES " = —B; mz=m Una solucion
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8.6 — ANGULO ENTRE DOS RECTAS

8.6.1 — ST TENEMOS SUS VECTORES DIRECTORES O NORMALES

f — =
¥r.Vs
- =
cos(Vr, V)=
=)
Vrl\’s
cos (I,8) = 4 Lo
Iir,.Dg
- =
cos(ny, ng)=
— ||=
nrii0Rs

8.6.2 — SITENEMOS SUS PENDIENTES

La pendiente de una recta es la tangente del angulo que forma con el gje OX

_ [ tagP — tago [ m, —m, |
!1+m,-m2}

g (- ‘1 +tagP.taga

} = (2 soluciones)
8.7 — DISTANCIAS

8.7.1 ~ DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS .

© La distancia entre dos puntos es el médule del vector que une dichos puntos

P, o) » QGa.y) — 4B.Q =170 ] = (x, — o) + ¥, ~ v, )

8.7.2 - DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA
|Ax, +By, +

8.7.3 - DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS PARALELAS

d( P(xoy0), Ax+By+C=0)=

c-¢

Jarew

d(Ax+By+C=0,Ax+By+C=0)=



TEMA 8 — GEOMETRIA ANALITICA — MATEMATICAS I — 1° Bach. 7

TEMA 8 - GEOMETRIA ANALITICA

%
EJERCICIO 1: Dada la recta que pasa por P(-2,0} y tiene por vector director v (2,2). Escribir su ecuacién en todas las formas
posibles.

ETERCICIC 2:Escribir en forma vectorial v general las ecuaciones de las rectas:

Xx=-2-3t - ¥=21
2) , b}x_3i=,,§iw c)
y=1+2t 2 -5 y=t

X+6 y—l

3 elige un vector director y un puntc de dicha recta. Escribela en todas, sus formas,

EJERCICIO 3: Dada larecta ——

BIERCICIO 4: Escribe en todas sus formas la ecuacion de la recta que pasa por M(3,1) N(-2,4)
EJERCICIO 3: Calcular e] vector director de larecta 2x+ 3y-4=0
EJERCICIO 6: Calcula m para que Ja recta 2mx — m”y + 2m+ 9 = 0 pase por el punto (-1,1)

EJERCICIO 7: Dadas las rectas: a) 3x - 2y + 5 b)y=(573)x-2
Encuentra su vector director y su pendiente.

EIERCICIO &: Comprusha s los puntos A(2,6), B{-1,3) y Q-4,0) estén alineados

EIERCICIO &: Dada larecta 3x + 6y + 7 = 0 determinar;
a) Vector director

b} Pendiente
c) Distancia de] origen de coordenadas a Ia recta.

" EJERCICIQ 10: Dada la recta de scuacion r 4x + 3y +3 =0
a) Calcular su pendiente
b) Celeular las ecuaciones de las rectas paralelas ar que se encuentran a dos unidades de distancia.

ETERCICIO 11: Calculer el valor de m para que las rectas 1 2x4ray-4 =0y 50 y = 3t+] sean;
a. Paralelas b. Perpendiculares

EFERCICIO 12: Hallar ia ecuacién de iarecta que forma un dngule de 45° con el gje positivo de abscisas ¥ pasa por el punté (4.5).

EJERCICIO 13: Calcular las ecuaciones de las rectas paralelas a 2x+3y—4 -0 que disten 2 unidades M punto (5,7}, {Avuda: Existen
dos) - . ,

EJERCICIO 14: Ecuacion de la recta perpendicular a y = 2x - 3 y que pasa por el punto de corte de las rectas: 1 : x + 2y=40
hx=g yE-54+3t

EJERCICIO 15 : Determinar las coordenadas de un punto P, sablsndo que pertenece a la recta x - y+ 1 = 0 v dista 5 unidades del
origen.

EJERCICIO 16: Dadas Jasrectas i mx + 2y + 6 = 0 sinx +y =9

Hallar el valor de my de n para que sean paralelas y la recta s pase por el punto {18,0)

EIERCICIO 17:

a) Calcular la ecuacion de la rectat que pasa por los puntos A(2,1) v B(4,-3)

by Cealcular su pendiente

¢) Calcular una recta perpendicular 2 la recta 1 del apartado 2) que pase por el punto (2,0)
d) Distancia de i rectar al punto {1,0)

) Angulo que forma 1z racta r con la recta x + ¥ +2=¢
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EJERCICIO 18: Sea la recta row+y-5=0 y el punto P(6,2

a) Ecuacién de un recta paralela a r situada a une distancia de 3. \/5 2
b} Angulo gue forma Ja recta r con la recta que pasa por el origen de coordenadas y por el punto P,

x=143t

EJEBRCICIO 19: Dada la recta de scuacion { 5
y=-
a) Calecular su pendientc

b} Calenlar su ecuacion segmentaria _
c} Calcular una recta que forme con r un éngulo de 452 y pase por ef punio {2,-1).
d) Calealar la ecuacidn de las rectas paralelas a "r" a dos unidades de distancia.

EJERCICIQ 20: Dada la recta 1+ % +% =3

Caleular una recta paralela y otra perpendicular a la recta r por el punto de interseccidn de las rectas
o, XF27 Y :
’ =1

EJERCICIO 21: Dadalarectar: x-y+3=0

rry=2x-1r1

x=t-1

alarectar,
y=2t-6 -

Calcular ]z distancia del punto de corie de las rectas s 2x+y=0 m: {

EJERCICIO 22
x =2t

a) Caloular m para que lasrectasr: 2x+my - 4=07ys: -
y=3t+1

a.]) Paralelas a. 2) Perpendiculares
’ -2

b) Calcular las ecuaciones de las rectas paralelasar: —2» =2 que distan dos unidades del punto P(5,7).

) Calcular la ecuacion de 1a recta que forma un &ngulo de 45° conr : 2x + 3y =2y pasa por el puato de ordenada en ¢l origen -3.

EJERCICIO 23: Dada larectar: x+2y= 6
a) Caleular el simétrico del punto A(3,0) respecio der.
b) Caleular la recta siméirica de r* respecto de r,

RIERCICIO 24: Calcular el simétrico dei punto (2,1) respecte de la rectar 4x +3y+3 =0

EIERCICIC 25: -~

a) Ecuacion de la mediatriz del segmento determinado por los puntos A(1,-2) y B(3,0) v €l angulo que forma esa mediatriz con el
gje OX,

b) Calcular el drea y ef ortocentro de! trisngulo de vértices A(1, 1), B(4,2), C=(3,5).

EJERCICIO 26: En un tridngulo ABC el vértice A es (2,5) y el punto medio de BC es (3, 1) y el punto medio del lado AB es (0,4).
a) Hallar los vértices By C

b) Hallar el drea del tridngulo _

) Calcular la ecuacién de la recta aitora correspendiente af vértice A d) Caleular las coordenadas del circuncentro.

EJERCICIO 27: Sea un paralelogramo de vértices A = (7,4, B = (2,2), C= (3,5). Calcular ] cuarto vértice, su 4rea v su perimefro y
la ecuacién de unea de sus diagonales.

BIERCICIO 28: En un trifngulo ABC, el vértice A tiene de coordenadas (2,5). Bl punto medio de BC es (3, 1) y el punto medio del
lado AB es (0,4). Calcular;

2) Los vértices By C
b) El area del friangulo.






V= (’\/_ 1) for-
Soludtm 2 = 12V/2 — 9V/3

=2y _{;_j = B,yEy—g son perpendiculares,

£ BE] Cajcule o sabiendo que T = a,
man un anguio de 30°

.halla F 451y [E -5,
=\ [E-51 =V
EBE Szblendo que T yV fenen &l mismo modulo y que

u=03Bxuy V= (2, — 1}, calcula &l &ngulo que forman Jos
vectoresu-‘-vyuwv ;

Solucion; i* +51

] Dados los vectores ¥ = (7, 4) y W = {4, ), calculz %
para que esios!

a) Sean perpendiculares,
B) Sean paralelos.
¢) Formen un dngule de 30°,
Soludém: ) x= —7 B)x=16f1 ¢} x=686x= —(02
sobhre el vecor vV =1{-3,7).
Solucitn: proyl) = 1358
Dadc el vector T = (—3, 6), determina el moédulo

del producto escalar de T por'V, si sabemos que ia proyec-
cién deV sobre T es 3.
Sohucisn: 5V/5

BE | Deados los puritos A{7 D), Bl4, 6))!(:( 1, -1), calcula

ias proyecaones de A ¥ CE sobre AC ye comprueba guela |

suma de ambas es igual al moduio de AC.

Sotuditn: pm};}'(AB '"—"'IB/\/_ 5; préya(CB} = /e

Aplicaciones de los vectores
BB E 1 Dado el riangulo cuyos vértices son Al=1,0), B(3,3)
y {43, ~2), caleula: .
a) La longitud del lado AB. ¢} Elangulo A
b) La longitud del lado AC.  d) El drea del tidngulo,
Solugiore @) 5u ) 7V2u ¢ 81°5711,63" d) 70
B} B Dado el tridngulo de vértices A(=3, 7, B5, 6}y
C(—2, 15}, calcuia el valor de su &rea y &t &ngulo A,
’ Solucion: Area = 32,5 0% A= 90°
¥ B Dado el triangulo de vértices A(—1, =1), B(=3,5) ¥
C(‘l 3), calcuta el valor de su &reay el dngulo A
Solucion: Arez = 10U’ 4 = 457

Ecuaciones de {a recta

B8 B Determina si las siguientes punios estén alineados
y, en el caso de gue lo estén, avenigue fa ecuacién de la
rectz 2 la gue pertenecen.

aj A(1,6),B(~2 01y C(1/2,5)
bj A1, 2, B33y C—1,4)

35 Calcuia iz ecuacidn de la recia que pase por A3, 2}y
B{—&, 0). Exprésala de todas las formas posibles,

‘Soluditm 92°

B 1] Hala la proyeccion ortogonal del vectort = (2, —1)

] R ;Qué podrias decir acerca de una recta cuyo vector
director & {1, 1)?

B3 B SiAlz, 7), B(8, —3)y (0, —10) son tres vértices con-
secutivos de un parajeiogramao, determina Jas coordena-’
das del vértice D. A continuacion, averigua las del punto

- en el gue se cortan sus disgonales. ‘

: Sofucitn: D{—F, 0), Les diagonales se cortan en M(t, —3/2)
Bl BT Los puntos A(D, ~2), Bi6, 0) y (13, 4) son tres vértices

de un paralelogramo. Calcuia el cuario vertn:e y fas ecua-
ciones de sus dizgonaies. ’

_Salﬁdén: o34

Dadalarecta r; {X: -7 2t,1‘ =R, halla e valor

y=a—3t
de a para que (—4,7) pertenezca a L. ]
Solucion: ¢ = 4

21} Calcula b para gue la rectax + by —
el punto de interseccion de estas rectes:

7 ¥) = (=7, 0} + M5, ns[y_”‘

7 = 0 pase por

20— 4
) Seludém b = 2
32 Dados jos puntos del plano A(2, —1) y B(O, 3) y la ~

recta r de ecuacién x +y — 2 = 0, caleula las coordenadas
de un punto C de la recta que esté alineado con Ay .

Soludém: ({1, 1)
Posiciones relativas de rectas
7 B Calcula la ecuadién de una rects paraiela a la de

ecuacién 3x — 2y + 5 = 0 que pase por e} punto P(=1, 5).
Exprésala en forma veciorial y paramétrica.

42} Sean rys las dos rectas dei plano de ecuaciones:
o Xx+1 _y+2
-y —3=0,s =y—2w

Determina la ecuacion de la recta gue pasa por el punto
de interseccién de ry 5,y es paralela a la recta de ecdacion
gue pasa por los puntos (2, =11y (=3, 2).

Cajcula la ecuacion de la recta perpendicular a la de

Exprésala en forma continua y explicita,

B 11 Considera la recta de ecuacion y = =~ 7x + 5.En-
cuentra las coordenadas del punto de interseccion de esta
rects con ia recta perpendicular a ella que pasa por (=7, 5).

Solncidn: /{—7/30, 299/50)
Dadas las si'gu'lerntes rectas: . :
Ca = —3+mh

rATyTA=0s Lf=4—x
detarmina el valor de m para que las rectas ry s sear:
a) Paralefas. :
b} Perpendiculares.
c) Ceoincidentas.

Sohuciér @) m = —1/5 &) m =5 ¢} No pueder ser coincdeniies

@ Goomslria

_}.

ecuacién 3x.— 2y + 5 =0 que pase por €l punto P(=1,5).  ~



m - Los puntos A{1, 2} y D5, 4) representan fos vértices
opuestos de un cuadrado:

'Yi
\/
: :
FisuRa 6.36.

a) Calcula &l punto medio, M, de 1z diagonal,. AD, del
cuadrado (M seré el centro dei cuadrado).

b) Escribe la ecuacion de fa recta gue pasa por My es -

perpendicular a la diagonal AD.
¢} Calcula lzs coordenadas de los otros dos vertices B y €
dei cuadrado..
Seluciém a} M(3,3) ¢} B4, 1), (2, 5)
29 Explicala condicién que han de verificar A v 8 si las
x—1 y—12

Crectas Ax+ By + C= OyT_=T.

aj . Son perpendiculares.
b} Son paraielas,
Hi B 1 Searia recta de ecuacion 3x— 5y + 2= 0. Determi-

na las ecuadiones de las recias paralele y perpendiculara r
que pasen por el punte (—15, 4).

BT Dadas la recta de ecuacidn 3x — 5y + 7 = 0, deter-
mina |z ecuacidn de |z recta perpendicular gue corta el gje
de ordenadas eny = 3.

524 Determinz el valor de g para que las rectas de ecua-
ciones x — 5gy = 1y 2x -+ 3y = 1 sean:
b} Perpendiculares.

'a) Paralelas. :
Soluddn:aj o= —3/10 &) ¢ =218

B E1 Determinaelvalorde mparaqueny —y+4 =20

. X =3+ mh
YEly =14

a} Paralelas.

A E R sean:

b) Perpendiculares.

Sojudémafm= —4 bjm=4

x=-—3+5x\
Hl BHE ] Dadas k2x + rr.-y——?—C)y:;{y_:?_’_'_ﬁL

sabiendo gue s pasa pof {13, 8), determina m y n en los si-
guientes casos:

NER,

a) Sirysson paralelas.
b} Sirysson perpe:ndlcu}ares
_ Soludom @) n =516, m= —31 b}nw5f16 m=1/8
B} E 11 De un rombo ABCD conocemos las coordenadas de
tres vértices; A es el origen de coordenadas, B4, 1)y D(1, 4),
a) (alcula las coordenadas del cuarto vériice, C

b} Comprueba, analfticamente, que las diagonales son
perpendiculares ¥ gue se cortan en su punio medio. |

Selucion: &) ([5, 5)

51, Calculz las coordenadas del punto simétrico de
A{1/6, 1} respecto del punto Py, —4). .
-Soludom: 4111/, —9)

I
<

=268 | Hazllz las coordenadas del punto sigmétrico al punto
Pz, 2) respecto de larectax— 2y~ 5=4Q.
Solucion: P124/5, —18/5)

H] BEE ] Calcula el punte simétrico de A(Q, 4) respec:to de la
rectalxy —y+1=40
Soluciom: A18/5, 17/5)

52 Caicula &l punto simétrico de A{—2, —1) respecio

3t

=7 fER

‘ delarectar {j
Solucién: 418, 5)

[ Determina la ecuscion de |z recta simétrica de

nx+y—1=0respectodelarecta s x— 2y + 3= 0.

_Distancias y areas

B E T Halla of perimetro del cuadrilitero ABCD si A = (2, 4);
B es el punto simetrico de A respecic de iz bisectriz del pri-
mer cuadrante; C el simétrico de B respecto del eje de orde-
nadas, y D, el simétricoe de C respecto del gje de abscisas.

Soludi6m: £ = 16 + 671

52 Halla la distancia del punto P(2, 2) a la recta paralelz
al eje de abscisas que pasa por el punto Q(3, 4).
‘ “Solugdém d = 2 u
B3] Considera el triangulo formado por las rectas de
ecuaciones 2x — y — 1 = 0,x + 2y — B = Gy el gje de orde-
nadas. Calculz su perfmetro y su rea.
Solucin P =5 +3VEwA=50

61 Calcuia Iz distancia entre les rectes 4x — 3y + 7= 0
y8x — 6y = 0. -

: Sofacién: d = 1,41

53] Determina, sin efectuar calcuios, la distancia entre
Jasrectas 3x+ 2y — 5=0y2x—5vy+1=0,

B Solecidn: d=0u

@ Dadas lasrectasax+{a+2)y:a+2'yx+a,v23,

donde g es un pardmetro, _
a) Calcula un vector director de cada una de estas rectas,
b) Halla los valores de a pars los gue las rectas son paralelas.

c) Calcula los valores de @ para los cuaies las rectas son
perpendiculares.

d) Calculz la distancia que hay entre las dos rectas cuando _
a= 2. ) .
Soludén: @) ¥, = (—e —2,4,7,= (=4 1) B}a=20= -1
-~ eJe=0a= -3 dfi=1V5u
@ B Considera lz rects de scuaciény = —2x+ 2.
a} Averigua las coordenadas del punto de interseccién de -
esta recta con su recta perpepdicu!ar'que pasa por (6, 3)..
b} Halla iz ecuacién de |a paralela que contiere (3, 5). .
¢} Calcula la distancia entre las dos rectas paraielas.
' Seluciér: @) PU/S, 2/5) ¢} d=9/V5u
5] Deterrina si es equilétero, isasceles o rectanguio el
tridngulic cuyes vértices son A(2, 2), B(5, 6} y {{—2, 5),
Averigus el valor de la atturs correspondiente al vértice Ay
* utiifzalo pare calcular ol drea del triangulo.

Soludtr h = 5272 4 = 12507

@ B. Geometrio andliico n 8! plano
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TEMA 10 - FUNCIONES ELEMENTALES

10.1 — CONCEPTO DE FUNCION

DEFINICION : f es una funcion de R en R si a cada nGmero real, x € Dom, le hace corresponder
un Gnico numero real, f{x):

El conjunto Dom de los valores que puede tomar la variable independiente, “x”, se llama
dominio de definicion de la funcion.

El conjunto de los valores que toma la.funcién se llama recorrido.

Puesto que tanto la variable “x” como la funcion “f(x)” toman valores reales, estas funciones
se llaman funciones reales de variable real.

RAZONES POR LAS QUE EL DOMINO DE DEFINICION PUEDE RESTRINGIRSE :

- Imposible de realizar alguna operacion con ciertos valores de x: denominadores que se anulan,
raices cuadradas de niimeros negativos,....

- Contexto real del que se ha extraido la funcién: Edad de una persona,...

- Por voluntad de quien propone ia funcioén: Nimero menor que 7,...

CALCULO DEL DOMINIO :

» FUNCIONES POLINOMICAS: El dominio de un polinomio estodo R : f(x)=P(x) D{H=R

o FUNCIONES RACIONALES: El dominio de las funciones racionales es todo R menos los
puntos donde se anula el denominador:

fx)=PX)/ Q) DH={xeR/Qx)#20}=R-{xeR/Qx)=0}

FUNCIONES RADICALES
fx)= 2/P{x) Sinesimpar D(f)=R
SinesparD{f)={xe R/P(x)20} =R - {x& R/P(x) <0}

FUNCIONES EXPONENCIALES
fxy=2"™  DMH =R

FUNCIONES LOGARITMICAS
) = logs P(x) Df)={xeR/Px)>0}=R-{xe R/P(x) <0}

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
fi(x) =sen P(x), fu(x)=cos P(x) D{fi)=D{)=R

Bl resto (tangente, secante,....) ponerlas como cociente y estudiar su dominio como una
funcién racional (denominador diferente de cero).
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4.2 - REPRESENTACION Y ESTUDIO DE FUNCIONES
FUNCIONES POLINOMICAS

s Grado0:y=Kk Rectas paralelas al eje OX

Jixr

Ad=3

«eGradol:y=mx+n Rectas

La funcién polinomica de primer grado o funcién lineal: y = mx + n, se representa mediante una
recta de pendiente m y que pasa por el punto (0,n). La n se llama ordenada en el origen.

Pendiente de una recta es la variacidn {aumento o disminucion) que se produce en ja 'y cuando la x
aumenta una unidad. En una ecuacién lineal, la pendiente de 1a recta es el coeficiente de la x cuando
se despeja lay. (St m > 0, es creciente; Sim <0, es decreciente)

Si conocemos las coordenadas de dos puntos de la recta: P(x1,y1), Q(x2,y2) la pendiente se calcula :
A —
m= = RER Y { Ay = Incremento de “y” entre Ax = Incremento de “x™)
Ax X, —X, : :
Si de una recta conocemos un punto P(x,,y1} y su pendiente m, |a ecuacion de ]a recta es:
y—yr=mt-x;)

[

Para representarla se dan dos valores cualesquiera a la “x” y se calcula el valor de la “y”.
Interpolacion y extrapolacion lineal

Si sabemos que una funcion es lineal (al menos aproximadamente) y que pasa por dos puntos
A(x1,v1), B(x2,y2) podemos hallar su valor en cualquier otro punto X = X3
1. Hallamos la ecuacidn de 1a funcion lineal gue pasa por los puntos Ay B =
y=mx+n
2. Sustituimos el valor de x3 en x y calculamos la y.

Si %3 € (x1,X2) estamos interpolandc.
Si x3 € (~e0,X1) \ (3p,e0) estamos extrapolando.

En la extrapotacion, cuanto mas alejado esté x5 del intervalo (x,X2), menos fiable es el valor que
obtenemos para f{(x3).
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e Grado 2: FUNCIONES CUADRATICAS

Parabolas

Las funciones polinémicas de segundo grado o funciones cuadraticas |y = ax”+bx+c,az0,se

representan mediante pardbolas.

- Tienen ejes paralelos al eje Y

- Las formas de estas parabolas (que sus ramas estén hacia
arriba o hacia abajo, que sean mas 0 menos anchas,...)

dependen, exclusivamente del valor de a:

Para representarla se calcula el vértice en la “x

grandes y se calculan las respectivas “y”

¢ Grado > 2 @ Lo veremos en e] tema 12

FUNCIONES DEFINIDAS “A TROZOS”

Se calcula su dominio y se hace una tabla de valores para cada
trozo(los valores de la tabla en cada trozo dependera del tipo de

funcion}.

DOS FUNCIONES INTERESANTES

Si a > 0, las ramas van hacia arriba (Convexa)
Sia <0, las ramas van hacia abajo (Concava}
Cuando mayor sea |a], mas estilizada es la parébola

La abscisa del vértice de la pardbola es : V,

L%} ]

125+ |
100+ /_\
oz /
30+ /
254+ AR
_ b ’ / \
2a ‘3 II(.}

Curvas

y dos valores més pequefios y dos valores mas
de estos valores,

e Funcitn parte entera :

Se llama parte entera de un namerc x al
mayor fimero entero menor o igual a x. A
partir de eso, definimos la funcién para
entera de x, Ent(x), que hace corresponder
a cada nimero X su parte entera.

e Funcion parte decimal :

La parte decimal o mantisa de un nlmero x es
Mant(x) = x — Ent(x). A partir de eso, definimos la
funcién parte decimal de x, Mant(x) que hace
corresponder a cada niimero x su parte decimal.

. '2""

¥

-y = Mant (x)

-l e 7 " P Lo g 1)’
/ /"/l/ r’f/ /’f_f/ :/’
=7 —b =5 —i -5 -2 -1 |

-2

IS ST S

123456 7X
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VALOR ABSOLUTO DE UNA FUNCION

El valor absoluto de un néimero x coincide con X si es positivo o
x six20

nulo, o con su opuesto si es negativo: x| = .
-x six<0

f(x) sif(x)=0

El general el valor absoluto de una funcién se define asi: fel=< .
-f(x) sif(x)<0

Para representarla se iguala lo de dentro del valor absoluto a cerc y se resuelve. Estos puntos nos
dividen la funcion en trozos por tanto podemos tratarla como una funcion a trozos.

FUNCLONES RACIONALES (Sencillas, las complicadas las veremos en el Tema 12)

Se llaman funciones de proporcionalidad inversa a aquellas cuya ecuacidon es v = f(x)/g(x) y sus
gréficas son hipérbolas. Sus asintotas son los ejes coordenados.

1

\‘}# = ..f\i
a

. . . . ax+b
También son hipérbolas las graficas de las funciones y = 3 Para representarlas se hace
CX +

previamente la division,
Representacion :
- Caleular el dominio

- Hallar una tabla de valores segiin ¢l dominio
- Dibujatlas teniendo en cuenta las asintotas.

FUNCIONES RADICALES

Qe llaman funciones radicales a aquellas cuya ecuacién es y = & f(x)

Para representarlas:

- Calcular el dominio :

. Hallar una tabla de valores segiin el dominio. (Importante: f{x) = 0 si es de indice par
determinan el dominio y se es de indice impar es el punto de inflexion y hay que tomar valores
menores y mayores que él)
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FUNCIONES EXPONENCIALES

Se llaman funciones exponenciales las que tienen la ecuacién y = a*, siendo la base 2 un ntimero
positivo distinto de 1.

-
T E) il Notas:

I A
3 ..‘ 771 77 7 - Enmatematicas superiores la funcién y = €" es extraordinariamente
- :K_’ T s importante. Tanto es asi que cuando se habla de “la funcién

= R .- exponencial” sin mencionar cuél es su base, se est4 haciendo

referencia a ella.

=+ - También son exponenciales las funciones y = a, pues 8 = (a¥)* es
S decir es una funcién exponencial de base a*

.7 - Enlas calculadoras cientificas suele haber dos teclas 10, e* con las
gue se obtienen valores de las funciones y = 10, y = ¢*
respectivamente.

FUNCIONES LOGARITMICAS

Se llaman funciones logaritmicas las que tienen la ecuacién y = log , x, siendo a un néimero
positivo distinto de 1
y=logax=x=2a", portantoc y=log,x e vy=a"son funciones inversas

Notas:

- En matematicas superiores la funcién y = log . x es muy importante. Se le
llama logaritmo neperiano y se designapory =Inxoy=1x. Esla
funcién inversa de la exponencial de base ¢ : y = ¢

- En las calculadoras cientificas suele haber dos teclas, log v In con las que
se obtienen valores de las funciones y = log x y = In x, respectivamente.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS {Repasar Tema 5) -
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10.3 — ALGUNAS TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

REPRESENTACION DEy={(5)*k APARTIRDE y = f{x)
“y” = Subimos “k” unidades

Si sumamos una constante “k” a la “y
“y” = Bajamos “k” unidades

Si restamos una constante “k” a la “y

B Tr=flan g o o
e T
P ru / \\ - }
=TT T y= flxd I
'.,.u—x,\ . ﬁ ! et \ 'f :
o . y R AV
e ] L patery I:;‘
i - By
I e o

REPRESENTACION DE y = - f{(x) A PARTIR DE ¥ = f(x)
= Hacemos una simetria respecto dei eje OX

Si cambiamos de signo a la “y”
o ‘, .
refg S PN
sy i Ce] J
/- A
| — .\5'—"“ Ty
-7 f\ )
I i -
, L :
1= A A

= f(x)

REPRESENTACIONDE y=f(x+ k) A PARTIRDEy
Si sumamos una constante “k” a la x = Nos desplazamos “k™ unidades hacia la izquierda

Si restamos una constante “k” a la X = Nos desplazamos “k” unidades hacia la derecha

EENS L e
eS| !f YefEr$ oys f{.x')! \};’I
Ty N A o
AN N AN /S NN
R > A
RV AV, VAV,
REPRESENTACION DE y = f(-x) A PARTIR DE y = f(x)
St cambiames de signo a la “x” => Hacemos una simetria respecto del eje OY
f ' B= (::::
| ] ) /\ 7]
' o T T
/N [ YN S
=\ E/i » R ’ﬁ‘\
4 X-- .. . O . .
SV [AY
- st
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10.4 — OTRAS OPERACIONES CON FUNCIONES

FUNCION COMPUESTA: Dadas dos funciones, Ty g, se [lama funcién compuesta de fy g, y se
designz g , f, a la funcidn que transforma x en g[f(x)]

x —£2 g[f()] — T

x — (x) —E— gHx)]

La expresion g o f{x) se lee f compuesta con g. Se nombra en primer lugar la funcién de la derecha
porque es la primera en actuar sobre la x.
En general, la funcidn g[f{x)] # fTg(x)]

FUNCION INVERSA O RECIPROCA DE OTRA. Se¢ llama funcitn inversa o reciproca de fa
otra funcién (se designa f ) que cumple la siguiente condicién: Si f(a) = b , entonces, £'(b) =a
Como consecuencia £~ [f{x)] = fIf (%) =x

Ademaés las graficas de las dos funciones son simétricas respecto de la bisectriz del primero y tercer
cuadrante (y = x)

Ejemplos; Potencias y raices y=x" y=x
Exponenciales y logaritmicas y=a" y =logx
‘Trigonométricas y arcos y = sen x y = arcsen X

Funciones arco

La funcién arcoseno : Arcsen es una funcion definida en [-1,1] y que toma valores en
[-T1/2,11/2] tal que : arcsena=b = senb =a

Es una funcién creciente

..,:\

Verifica: sen (arcsen X) =x  arcsen (sen x) = x

Lafuncién arcocoseno : Arccos es una funcién definida en [-1,1] y que toma valores en [-I1/2,71/2]
tal que :arccosa=b=cosb=a

b
- ~ Es una funcién decreciente

[ .. Verifica: cos (arccos x}=x  arccos {cos X) = x
} B

La funcién arcotangente : Arctag es una funcién definida en R y que torna valores en
(-I2,I1/2) tal que : arctaga=b = tagbh=a

e
S T,
/”'r“/ﬁ—

i
o .
G T areip a

Hs una funcidn creciente

ralzy

an Verifica: tag (arctag x) =x  arctag (tagx) =x

(=Y
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TEMAS 10— LAS FUNCIONES ELEMENTALES - 1° BACH - MATE |

s ; Son funciones?

EJERCICIO 1: Indica cudles de las siguientes representaciones corresponden a la grafica de una
funcién. Razona tu respuesta:

- e

¢ Calcular el dominio dada la expresién analitica de una funcién

EJERCICIO 2: Calcular el dominio de definicion de las siguientes funciones:

a)y=—n—;}-__ by y= +1+x c)y= ! dyy= ! g)y= 2x—4
‘6 ‘ x2 +1 x+2

- X — 2 o ix=1 o

= = -4 hyy=14 =L
Dy= = g)y=Vx Y= )y y=Llog o2

s Calcular el dominio y el recorride dada su representacioén grafica

EJERCICIO 3 : Observando la grafica de estas funciones, indica cual es su dominio de definicién y
su recorrido.

a) , b) c) d)
v ] Y y y
THR .
i / 1 R PR -
e il ‘!-" ) Pl i FoL .—-.---"'I ‘"“--—. r
4 . TH f/\ —4 -0 3 X A |.D n é X ] L A
(o __Bf N i b {f i b B 5 -
L ] !
RN ] ! N
T | | e

» Problemas de dominios

WEJERCICIO 4 : A una heja de papel de 30 cm % 20 om le cortamos cuatro cuadrados (uno en cada
esquina) y, plegando convenientemente, formamos una caja cuyo volumen es:
V = x.(20-2x).(30-2%)
;Cuél es el dominio de definicion de esta funcién?

W EJERCICIQ 5 : Las tarifas de una empresa de transportes son:
- §i la carga pesa menocs de 10 toneladas, 40 euros por tonelada,
- Si la carga pesa entre 10 y 30 toneladas, 30 euros por tonelada (la carga méaxima que admiten
es de 30 toneladas).
Si consideramos la funcidn que nos da e precio segln la carga, ¢cudl serd su dominio de
definicion?
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+ Representacion grafica de funciones lineales

EJERCICIO 6 : Representa graficamente y estudia sus propiedades:

a.)y—--l-»x+l by2x+y-1=0 c)y=2x"3
2 3 4

o Hallar Ia ecuacion de una recta

EJIERCICIO 7 : Escribe la ecuacion de la recta cuya gréfica es la siguiente:
] A
\

n

\

EJERCICIO 8 : Escribe la ecuacidn de la recta que pasa por los puntos (2, 4} y (-1, 3).
EJERCICIO 9 : Halla la ecuacién de la recta que pasa por (2,-1) y cuya pendiente es %

EJERCICIO 10 : Di cuél es la pendiente de cada una de estas rectas:
D2x+y=0 Mx-2y+1=0 My=2

+ Problemas de interpolacién lineal

wEJERCICIO 11 : 5] oonsumlmos 60 m° de gas tendremos que pagar un recibo de 35,96 evros, ¥ por
un consumo de 80 m tendriamos que pagar 43,56 euros. ;Cudl seria el precio del recibo si
consumiéramos 70 m® de gas?

y EIERCICIO 12 : Al apuntarnos en un gimnasio, hemos tenido que pagar una cantidad fija en
concepto de matricula. Después tendremos que ir pagando las mensualidades. Si estamos 6 meses,
nos gastarermos en total 246 euros, y si estamos 15 meses, nos costard 570 euros. ;Cudnto nos
gastariamos en total si estuviéramos yendo durante un afio?

WEJERCICIO 13 : Sabiendo que 15° C (grados centigrados) equivalen a 59° F (grados Fahrenheit), y
que 30° C son 86°F, averigua cudntos grados centigrados son 70°F.

o  Funcion cuadratica

EJERC“CIO 14 : Halla el vértice de las mgmentes paréboias
a)y=2x"—10x + 8 byy=2x"—8x+2

EJERCICIO 15 : Halia los puntos de corte con los ¢jes de la parabola y = -x* + 4x

EJERCICIO 16 : Representa graficamente y estudia sus propiedades
a)y=x"—3x byy=-x"+4x~1 Oy=(x-1)"+3
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s Problemas de interpolacion cuadratica

EJERCICIO 17 : De una funcién se sabe que f(1) = 0, f{2) = 3 y f(-1) = 6. Halla la funcién de
segundo grado y utilizala para estimar el valor de (0).

7 . . :
/}EJ ERCICIQ 18 : Los gastos de produccion y los ingresos por ventas (ambos expresados en millones
de euros) de cierta empresa durante los fres Gltimos afios han sido los siguientes:

GASTOS 3 4 &

INGRESOS 10 12 20

a) Halla el polinomio interpolador de segundo grado que exprese los ingresos en funcion de Jos
gastos,
b) ;Qué ingresos cabria esperar este afio si los gastos de produccién fuesen de 5 millones de euros?

¢ Funcion radical

EJERCICIO 19 : Representa y estudia las propiedades de las siguientes funciones:
%y=\/x+1 b)y=-+x-2 Q) y= V2-x My =x2-4

» Funcién de proporcionalidad inversa

EJERCICIO 20 : Representa y estudialas propiedades de las siguientes funciones:

a)y= b) y=tes2 Qy=

2x+3 d) }':3)(“‘“3

]
-1 x-3 2-x%

¢ Transformaciones de funciones

><EJERCICIO 21 : La siguiente gréfica corresponde a la funcidn y = f(x) :

] 4

f
]
|

1 iy

2

]
Al

B 1
A partir de ella, representa: a) y =f(x) +3 b)y=1fx-2)

)(I;ZJERCICIO 22 1 A partir de |a grafica de y = {(x) :

onstruye las gréaficas dcj'.; a)y = f(-x) by = 1+ f(x)
, T
WP d
i EAY
R
1 i I |
T
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}éRCECIO 23 : Sabiendo que la gréficade y=1{(x) esla siguiente:

|

3SR

L st

construye, a partir de ella, las graficas de: a)y=1f(x+1) byy=1fx)+1

EJERCICIO 24 : Sabiendo que la gréfica de f{x) es la de la izquierda representa la gréfica de
y=19)| )
J i

4 |

e
S

¢ Funciones a trozos

4x% +1six<-1
EJBRCICIO 25 : Halla f(-1), f(0) y f(3), siendo: f(x)= (x-1 si-1<x<2

5 six>»2

EIERCICTIO 26 : Representa graficamente y estudia sus propiedades:

—-2x+1 six<i
@y={ by=

x?-2  six>l

X .
—-—  gxxl

X six>1
2

» Funciones con valor absoluto

EJERCICIO 27 : Representa y estudia las propiedades de las siguientes funciones:

A)y=|2x-4] by = X1 Oy=lx2+2x|+x-2

2

* Repaso

EJERCICIO 28 : Representa graficamente y estudia sus propiedades

/ - 2
2% +3 six<0
e) f(x)= {x> —3x+4 si P<B<2 fy= 3"3;
X+
2 si2<n<T x
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EJERCICIO 29 : Asocia a.cada grafica su ecuacion:

2) y=-3x+5 by = (x+2)? c)y=-§x»1 d) y = -4x?
D 15 1n V)
‘ ¥ Y ¥
ol :
i \ o\
o pp; f\ ) X \’) )
¥ 71 h 1k
= 1) ‘ 0 X \ Y
” I b W 1
h 3]
. N
SNE \

EJERCICIO 30 : Asocia a cada una de las graficas una de las siguientes expresiones analiticas:

1
ajy= " b)y= +x-1 c)y= ;—4 dyy=~2-x
h II) im V)
g uy 7 [ i i
P e F ! e ’
T a T 2 et s SHNRS
Tk b - - x : . =
; 51 F T = = i
E:i_\ y i i : =2 D, X
j—; = I iy, N
PR e
FHERA R e S T

)EJERCfCIO 31 : Un céntaro vacio con capacidad para 20 litros pesa 2550 gramos. Escribe la
funcion que nos da el peso total del cantaro segin la cantidad de agua, en litros, que contiene.

7(EJERC]C¥O 32 : Bl perfmetro de un rectangule es de 30 cm. Obtén la funcién que nos d€ el area del
rectdngulo en funcién de la longitud de la base.

2JERCICIO 33 : El precio por establecimiente de llamada en cierta tarifa telefonica es de 0,12
éuros. Si hablamos durante 5 minutos, la Hlamada nos cuesta 0,87 euros en total. Halla la funcion
que nos da el precio total de la llamada segun los minutes que estemos hablando.

WEIERCICIO 34 : Un muelle mide 7 em cuando colgamos de él un peso de 10 gramos, y mide 13 cm
cuando colgamos de él 80 gramos.
a) Estima, mediante interpolacion lineal, cudnto medird si colgamos de él 50 gramos.
b) Escribe ta ecuacién de la recta que nos da la longitud, y, en funcion del peso que colgamos, x.
¢) Representa graficamente la funcién anterior.

I“IERCICIO 35 : Subiendo una montafia, medimos la temperatura a 360 m de altura, y esta era de 8°
. Cuando estabamos a 720 m de altura, la temperatura era de 6° C.

a) Estima, mediante interpolacion lineal, la temperatura que habia a 500 m de altura.

b) Halla la expresién analitica de la recta que nos da la temperatura en funcidn de la altura, y
represéntala graficamente.
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s Composicidn de funciones

g(EJ ERCICIO 36 : Dadas las funciones f{(x) = 2x* ~ 1 y g(x) = ¥, calcula;
a) (fog) (®) b) (g D) (x) ‘

EJERCICIO 37 : Considera las funciones f y g definidas por: f{x) = %’Cl g(x) =x*-1
Calcula: a) (f, g)(x) b) (g D)

7<EJERCICIO 38 : Sabiendo que f(x) = x —x* y g(x) = sen x, halla:
a) (go1) () b (g.g) (¥

]< EJERCICIO 39 : Con las funciones: f{(x) =x*+ 1 y gx)= % hemos obtenido, por composicion,

estas otras: p(x) = 21 1 q(x)= %H . Explica como, a partirde f y g, se pueden obtener p v q.
: X%+

X

%EJ ERCICIO 40 : Dadas las funciones: f{x) = 52— y g(x) = vx+1. Explica como, a partir de ellas, se

i . x+1 x2
pueden obtener por composicion estas ofras: p(x) = — q(x) = »«;H

2

» Inversa de una funcién

)( EIERC_I?IO 41 : La siguiente grafica corresponde a la funcion y = f(x):

4
' ¥

s 3

hr

a——/ ‘X'

b
(2]

)

1.

[ :

a) Caleula ™ (3)y FH(1)
b) Representa en los mismos ejes, f~' (x) a partir de la gréfica de f{x)

?{’EJERCICE 0 42 : Halla ia funcién inversa de estas funciones y comprobaﬂo analiticamente:
D)= EL py=ad-1 9y=3- V21 dy= 23

3 2x+1

» Funciones exponenciales y logaritmicas

EJERCICIO 43 : Representa la grafica de las siguientes funciones y estudia sus propiedades

x—2
ay= G} byy=1+legmx ¢)y=logy/3 % d) },:21+x

X
&) y= (%] 1y = log (x+1) gy=¢ h) y = Ln x
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EJERCICIO 44 : Asocia cada una de las siguientes graficas con su ecuacion:

X
a)y=2" b)y=(%] c)y=logmx dyy=loginx
I} ) 1) IV)
Y ¥ Y ¥

: : - -
| 2 . 2 2 o

) N X = 2 A = h-w X = 5 o
[ il N 1 i ) F
? 1 & R ]

)(EJ ERCICIO 45 : Una cierta poblacién crece de acuerdo con la ecuacién y=1+k. e* donde t es
el tiempo enmeses e y es el nimero de individuos en miles.
a) Caleula k y a sabiendo que y(0)=1,2 yque y(10) =1+ 0,2e=1,54
b) Representa la funcién obtenida con los valores de k y a que has hallado.

s Funciones trigonométricas

EJERCICIO 4§ : Considera la siguiente grafica:

a) Dicudl de estas expresiones analfticas le corresponde:
y =cos (X + 7} y = sen (X + ) y=c0s2xX y=senx
b) Di cua! es sudominio de definicién, cuél es su periodo y qué valores minimo y maximo alcanza.

EJERCICIO 47 : Considera la siguiente gréfica v responde:
' : Y | a) ¢Cual de estas es su expresion analitica?
4 : y=3-senx y=3-cosx
3 y=3+cosx y=3+senx
b) ¢ Cudl es su dominio de definicién?
| ¢) ¢ Es una funcién continua?
J d) ; Es periédica? ¢ Cudl es su periodo?
e) ¢, Qué valores minimo y maximo alcanza?

i
t
H
1
i
1

N

B3 [ 3 2%

r
i~
H

i
1

EJERCICIO 48 :
‘a) Di cuél de las siguientes expresiones se corresponde con la grafica:

-,
| T
N 1 ‘ _‘ y:icosx
—f ] y=2tgx
f'; : EY E, y =1tg2x

,n:; /fu }/’ET{Y y=2+00s ¥

y=cos2x

(o
RN

b) Para la funcién anterior, di cud! es su dominio, estudia su continuidad e indica cuél es su periodo.
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Objetivos fundamentales
1. Conocer el concepto de limite de uma funcién en un punto y saber calcnlar limites
sencilios mediante una tabla de valores.
2. Saber calcuiar Hmites de una funcién, resolviendo las  correspondientes
indeterminaciones cuando éstas se presenten.
Deternrinar las asintotas de una funcidn.
4. Saber estudiar la continuidad de una funcién, tanto en un punto como en un intervaio: a
partir de su grafica y analfticamente. :
5. Clastficar las discontinuidades de una funcion.
6. Relacionar la continuidad, en un infervalo cerrado, con sus extremos absolitos.

L
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1.- MAPA CONCEPTUAL DE LA UNIDAD

— lmi(x)

— - Limites —

Resoelucion de
1 tim f(\‘) =5 indeferminaciones
X

U_ni‘dad 4 —

— /(==

[ e Clasificacién de las
?Co?tl'nwda?‘ diseontinuidades
X

nf ()= (a)

2.- CONCEPTO DE LIMITE DE UNA FUNCION EN UN
PUNTO

EJERCICIO:
1. Observando la grafica de la fimeidn y = f(x), calcula el valor de los signientes limites:
a) lim 1 (x) ) im /(x) e) Jim /(x) g) im 7 (x)
b) Jm 7 (x) &) lim /(%) f Jfim f(x) h) Bim ()
Tr
2 FE s Y é H
f
!

Matemdticas Aplicadas a las Ciencias Sociales I
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Definici6n intuitiva; Sea f:DCR - R una funcién, ae D'y L e R. Diremos que el Hmite de
f(x) cuando x—>a es L, y escribiremos lim f(x)=L, sii para valores de x cada vez més
F-d .

proximos a a (distintos de a), los valores de las imagenes f (J») estin cada vez més préximas a L.

EJERCICIO:

2. Ddndole a x valores préximos a I, tanto mayores como menores que €L, caleula hacia que valor
tienden las siguientes funciones:

) f(x)=2x+4 4 f(x)zz
b f(x)=x e) f{x)=x"-1
Q) £(x)=(x+1Y -3 D £(x) ="

3.- LIMITES LATERALES: CARACTERIZACION

El limite por la izquierda es el valor al que tiende 1a ﬁméién f (x) 'cuandé la variable x se aproxima

a a siendo menor que a. Se denota por: lim f(x) 6  limf(x)

El Hmite por la derecha es el valor al que tiende la fumcién f(x) cuando la variable x se aproxima a

a siendo mayor que @. Se denota por: lim F(x) 6  Hmf(x)
I—rat x-38

Esto da lugar a la siguiente caracterizacibn:

{Ellimf(x), Alim f(x)

X—ra— P lind

lim f (x)=lim /()

x—ro— X—-ra+t

3lim f(x) &

x-—a

En cuyo caso lxl_rgtgf(x) = }_Iil_f(x) = }_'lﬁ,f(x)
EJERCICIO:

3. Caleula los limites laterales y el Ifmite, cuando exista, de las siguientes funciones en los puntos
que se indican:
2x-2 si x<3

2) f(x)={ , enx=3

2x 81 x=3

X +3x-1 si x<l
b z =1
) f(x) {x+2 si x=1 e

4.- LIMITES Y OPERACIONES CON FUNCIONES:
ALGEBRA DE LIMITES

Se tienen las siguientes propiedades de los limites:
1) mk=Fk

b ]

Limites y Cantinuidad
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2) [ f (x)+ g (x)]=lim £ (x)+limg ()

3) lim[ f(x) g (x ]=ﬁngf(x)gi§g(x)

4) lim . (3 ’g}%g B siempre que Jim g(x)=0

4) Jim 7 () (11_1:3 Flx ))hﬂg(x} siempre que lim f () > 0

EJERCICIO:
4. Sabiendo que las funciones f(x)yg(x) tienen por limite ~2'y 5, respectivamente, cuando x

tiende a 3, calcula el valor de los siguientes limites:

m[s/()-a()]  DimlAEel)] o 8

- LIMITES INFINITOS: ASINTOTAS VERTICALES

Decir que lim f (x) =+ significa que cuando x tiende a ¢, con x<a, f (x) toma valores mayores
X-—g

que cualquier niimero real &
Anélogamente, decir que lim f (x)=—co significa que cuando x tiende a g, coil x<a, f (x) toma
e

valores cada vez mas pequefios:

I lamamos asfntotas de una funcitn a las rectas que se aproxima la funcién en el infinito.

Larecta x = @ es una asintota vertical de f({x} sii existe alguno de los siguientes limites

hmf(x)--‘-co lim (x) o0 ijmf(x)r:ioe

x> X—=at X—ra—

¥ Y

¥ { ‘
/ ' ; i 2 ¢ .

v

x . =
( _E_)Kfi_f J:) }_lgl_f(x)m—m linif(x)::_i_m © Hm f(x)zv-—m

e

6- LIMITES EN _EL INFINITO: ASINTOTAS
HORIZONTALES

Decir que Hm f (x) =b significa que cuande x s¢ hace tan grande como queramos, la funcion
=t

f (J\-) toma valores muy préximos un nimero fijo b:

Matemdticas Aplicadas a las Ciencias Sociales II
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La recta y = k es una asintota horizontal de f (x) sii existe alguno de los signientes limites:

xlin;f(x)=k 6 Ilﬂf(x):k
» iy
/// y=7() y=1()
<
A y=b ¥=b
CYOR fms=r

7. LIMITES INFINITOS EN EL INFINITO: ASINTOTAS
OBLICUOAS

También puede suceder que lim f (x)=w , lo que significa que xy f (x) se hacen infinitamente
X0

grandes a la vez. Por tanto:
]i_r}nf(x):oo@f(x)>k

paratodo x> p, siendo ky p nimeros arbitrarjamente grandes.

Larecta y=mx+n, m=0, es una asintota oblicua de f(x) sii existe alguno de los siguientes
limites: lim (f(x)—mx—n)=0 _ lim (f(x)—mx-—n)::o
Ty X—¥+to

en cuyQ Caso m=11£1=ﬁfl y n=1im(f(x)—mx).

x X0

.- ALGUNOS LIMITES A TENER EN CUENTA

Antes de meternos de lieno en la resolucion de indeterminaciones, vamos a estudiar alguncs limites
muy sencillos, pero que aparecen mucho y gue por tanio €5 necesario tenerlos siempre presenies:

t

X

1) f{x)=

Limites y Continuidad
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lim l=(}
l I—r— X
| ﬁm-lwm()
\\“‘.‘- X—pb
T ﬁIg}"l—:'—Q:‘ 1
Y F-30— .
; * = Alm--
h lﬂ-l_co Z-}Ox
E x-n—)-i’gl-t-xw
@) g(x)=—4
x* )
1
! x&jl—lw;{_o
.1
: Jm =0
./: 1
e __.,»-"""/ . S L . Eifé:l‘“-"“"—'*'w 1
= ; ‘ ’ xl = Alim — =+
hﬂ(.'}.l&—zﬁ'*‘m o
x>0 ¥
(3) h(x) ==
x° _
! o1
" Jm ==
| limiB"—‘O
A“'\-k“ me—a:x
o lim =5 =~
. T (= Ams
' fim - = o0
31 -0+ X
@ i(x)=—
x* !f 1
¥ 1
f ) ‘\ lim =0
.X—+-¢::x
f | fim == 0
; 3‘ Tt Y
/ %\ .1
S lig o=
_///. \\__ xl :>311n%m—m—l—oo
S 1iron~7=+oo *
x—=0+ x
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(5) En general:
Para n impar: Para n par:
fHm =0 fim =0
I ¥ X
lim =0 lim ——=0
st 3" . x—ten 37
1o 1 fim — = 4o
x-30- x = im — x] i E ﬁl]%— = 4o
x—0 Eaey
fim —— = 40 4 lim — = 40 §
x50+ x" x>0+ x"

{U'n par de consideraciones a tener en cuenta al calcular limites:
a) Si P(x)=a,x" +..+ @x +4, esu polinomio, entonces
lim P(x)= oo

x4t
y el resultado s6lo depende del monomio a,x”.

b) Para limites en el infinito de funciones racionales se tiene la siguiente regla préctica,
donde P(x)=az" +..+ax+a, y Px)=b, %" +. .+ bx+by:
tw si grado(P)> grado(Q)

P (x) Do grado(P) = grado (Q)

J:—-):i:m Q (x) B;—
0 sl grado(P)< grado (Q)

9.- RESOLUCION DE INDETERMINACIONES

Cuando al calcular e} limite de una suma, un producto, un cociente o una potencia de funciones no
s¢ pueden aplicar las propiedades de los limites, es decir, hay que hacer un estudio particular de
cada caso, suele decirse que estos limites son una indeterminacion.

INDETERMINACION DEL TIPO % CON k=0

Se caleulan los limites laterales: im f (x), m f{x)
Si existen ambos limites y coincide su valor, entonces:
3lim /()= Jim 7 ()= lim £ (+)

Si no existe alguno de los limites laterales 0 no coincide su valor, entonces, no existe lim fl= )

X=>a

INDETERMINACION DEL TIPO %

a) Para funciones racionales

Limites y Continuidad
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Se descomponen nurmerador y denominador en factores y se simplifica.

b) Para funciones irracionales

Si se trata de una funcidn con rafces cuadradas en el mumerador {0 en el denominador),
multiplicamos numerador y denominador por la expresion conjugada del numerador (o del
denominador).

INDETERMINACION DEL TIPO &

oo
Se divide numerador y denominador por la mayor potencia de x que aparezea en la funcidn (basta
con dividir por la mayor potencia de x del denominador).

INDETERMINACION DEL TTPO = —w
a) La funcién es diferencia de dos funciones racionales
~e efecttia dicha operacidn.
b) La funci6n es diferencia de funciones irracionales
Multiplicamos y dividimos por la expresion conjugada de la funcién.

INDETERMINACION DEL TIPO 0-co
Transformar esta indeterminacién en una de las anteriores, generalmente efectuando las
operaciones.

INDETERMINACION DEL TIPO 1°
Se resuelve empleando la siguiente jgualdad:
L (=
donde ae RuU{+w} y sabemos que
e= lim (I + EJ

X X

EJERCICIOS: .
3. Calcula los siguientes limites, resolviendo las indeterminaciones que aparezcan:

a) Indeterminacion del tipo % conk # O

.1 . -8
lim — lim ——-
10 x 1-50 §

b) Indeterminacion del tipo %

mez—»ﬁl o Nx-2

-2 x+72 = x—4

[»]
¢} Indeterminacion del tipo —
oo

. 2xtsx+l
Iim ——
Yt 3y -1
d)  Indeterminacion del tipo o —co

fim (M—hJ m(m—x)

Xepto X 1 b
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e) Indeterminacion del tipo 0w

e e I

J Indeterminacion del tipo 1%

3 2x
o i
| 4yt =7
6. Calcula el valor de los siguientes Hmites:
_Ji_
1) lim— %) fim 2Y4ZX 3) Jim (Va7 +1-2)
x50 §x 2-50 x Tt
3 4 -
4y lim % 5) lim > 2 _ 6) lim 22
ri= 3% ] s+ 2 x +3x +1 =2yt —4
fim 2x+3 8) Tim x+} 9) lim e +1
=3 Ay o B x|y T T ]
2...1.. 2 —
10) lim 2% 1) tim 25 F4x=30 12) lim(\/xz—h wx)
21 x -1 x5 JC+5‘ Xy
. 2xP 4 x . 2x4x-5 , >
13) Jim 2 14) lim =222 15) lim («/x +1+x)
B T I A % x>0
2x—1—~3x-2 2
16) lim 17) tim
x5 X1 ‘ x——>05 ’x+2
18) fim JL2-§-27 19) fim 3% w2
=3 x% w0 w0 3t 4 Tx+1

20) lim {ﬁ—@) 21) ;1ﬂ_(x—\/x —4x—£—5)

X=>tm

22) lim 23) lim [1+-2;]
I-~}+uox +5 . R e X
132
24}.lim(\/x2—-3—\/x2+x'+1} 25) hm(1+x2] j
X3 1 X
26) fim [132% 27) Tim [1+2
4ol Sy 7 b x

10.- MAS SOBRE ASINTOTAS

18,1, Asfptotas verticales

Larecta x = q es una asintota vertical de f (x) sii existe alguno de los signientes limites

bim f (x) = +0 lim f () = %o lim f (x) = o
Observaciones:

(1) Una funcidn puede fener infinitas asintotas verticales.

Limites y Continuidad
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(2) En las funciones racicnales las asintotas verticales se hallan en los valores x que anulan al
denominador.

(3) La grifica ele la funcidn no puede cortar a las asintotas verticales.

9.2, Asintotas horizontales

Larectay = k es una asintota horizontal de f(x) sii existe alguno de los siguientes limites:

limf(x)zk Ili:ﬂgf(x):

E ]

Ohservaciones:
(1) Una funcién tiene como mdximo dos asintotas horizontales.

(2) La gréafica de la funcidn puede cortar g las asintotas horizontales.
(3) Si en una funcién racional el grado del numerador es menor que el grado dei
denominador la recta y = 0 (el eje OX) es una asintota horizontal.

(4) Si en una funcidn racional el grado del numerador y ¢l del denominador son iguales la recta y
= 1) serd una asintota horizontal (b indica el cociente entre los coeficientes lideres del numerador y
del denominador).

(5} Si en una fruicién racional el grado del numerador es una unidad mayor que el del
denominador la funcion presenta una asintota oblicua y no hay asintotas horizontales.

(6) Si en una funcidn racional el grado del numerador es dos o mds unidades mayor que el
del dencminador hay asintota horizontal.

18.3, Asintotas oblicuss

Larecta y=mx+n, m =0, es una asintota oblicua de f{x) sii existe alguno de los siguientes

limites:

lim (f(x) )=(J ﬁm(f(x)—mxmn):()

Xyt X—pbeo

en cuyo caso m= hmf( %) y n=lm(f(x)-mx)

X—pco I

Observaciones:
(1) Una funcion puede tener como mdximo dos asintotas oblicuas.

(2) Si una funcidn tiene asintota oblicua no tiene astntota horizontal y reciprocamenie,

(3) Si en una funcién racional el grade del numerador es dos o mas unidades mayor que el
del denominador, no hay asintota oblicua.

(4) La grafica de la funcién puede cortar a las asintotas oblicuas en uno o varios puntos.

EJERCICIOS:
7. Averigua las asintotas horizontales y verticales de las siguientes funciones, cuando existan:
a) f(x )——-—64 d) f(x)=_
1 2% +1
b = &
) 7(3)=15 ) F)=ay

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I
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) £(x) =22 D f(x)=—

8. Estudialas asitotas de las sguientes funciones.
1) f(x)=j:2 10) f(x)=—f—_-~£
SRR -2
3) f(x)=9x""_x; 12) f(x)%;{—z;‘—j
4) f(x)mx;x 13) f(x):igf;;:x—)
ﬁf&%J22 1@fﬁ%&i4
0iE e
K Hx)=2 :-:;»1 1) f(x):9—1x2
IO  16)=3y
%ﬂﬂ=ii¥ 19) 7 (x) =7

9. Dadas las siguientes funciones caleula sus asintotas hovizontales, verticales y oblicuas, si

existen.
g8) f(x)=x"—4x+3 b) j(x)=2x+3 : c) g(x)zx__l
/ x—=2 x+1
2 x3 . x!
@) k3= €) hx)=——
11.- CONTINUIDAD

11.1. Coneepto de funcidn continna

Una fupcién f:DcR—R es continua en el punto x = a e Dom(f) cuando

imf(=7(a) O
Aclaraciones:

+ Para gue una funcién sea continua en un punto, dicho punto ha de pertenecer a su
dominio de definicién. En otro caso, no tiene sentido hablar de continuidad.

11
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No tiene sentido decir que la funcién y =~ no es continua en x =0, por que
X

dicho punfo no pertenece a su dominio.
e Lacondicién (1) de continuidad implica:
o Zlmf (x)

X0

o) L{»E_-‘J"

o Dichos valores coincidan: lim f ()= ' (a}

Xe5g

Una funcién es continua cuando lo es en todos los puntos de su dominio de definicion.

Si una funcién no es continua en un punto se dice que es discontinua en dicho punto.
Una funcién es continua por la derecha en un punto si existe limite por la derecha en €l y coincide
con el valor que toma la funcion en ese punto:

f continuaen x=a por la derecha <> lim+ f(x) =f (a)

Una funcion es continua por la izquierda en un punto si existe limite por la izquierda en €l y
coincide con el valor que toma la funcién en ese punto:

f continuaenx=a por laizquierda < lim f(x)=f(a)

Caracterizacion:
Una funcion es continua en un punto cuando es continua por la izquierda y por la derecha en ese
punto;

f continuaenx=g <> f continua por la derecha y por la izquierdaenx=a

Una funcién es continua en [a,b] cuando:

(1) Sea continua en el intervalo abierto (a,b)

(2) Sea continua por la derecha cn a
(3) Sea continua por la izquierdaen b

11.2. Cantinuidad de las funciones elementales

e Las funciones polinémicas, 7/ {x)=a x" +a_x"" +..+ax+a,, son continuas en todos los
Pt " =1 1 0

puntos.

s ILas funciones racionales, f (x) = P(x)

- 0(=)

e Lafuncién exponencial, y = ¢/, es continua siempre que lo sea 1 (x).

, son continuas en su dominio.

» La funcién logaritmica, y=log /' (x), es continua en todo pumto x, tal que f (x)>0y

I (x) sea continua.
e lLas funciones trigonomeétricas, y =senx e y=cosx, son siempre continuas. La funcion

y = tg x es continua en su dominio: K- {%+ kr conke Z} .

12
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» las funciones definidas a trozes seran continuas si lo son en sus intervalos respectivos v en
ios puntos de unién. Ea estos puntos habré que ver que la funcién esté definida y gue los
Himites lateraies existan y sean iguales.

EJERCICIOS:
10. Estudia la contimiidad de la siguiente fimcidn definida a trozos:
1-x* si x<1
f(x)=9 3x*-12x+9 si I<x<3
—2x* +16x-30 si  x>3

11, Dada la funcién
x+t si x<-2

f(x);: x* =% si Q<x<2
4x-8 si x>2

determina el valor de t para que la funcidn sea continua en todo su dominio.

¥ -25 .
=5
12. Dada la funcidn f(x)=4 x-5 ST estudiar su continuidad

0 si x=5

13. Determinar a v b para que la siguiente funcidn sea continia:
x*+1 st x<0
f{x)=4mx+b si 0<x<3
x-5 s x>3

14. Halla los valores de los pardmetros que aparecen para que la siguiente funcién sea continua:

e+ i x<
f(x):{ 5 si x<?

42 -3x-2 st ox>2

15, Hallar el valor de k para que cada una de las siguientes funciones sea continua:
e+l si x<1 -F-x s x<l

a) f{x}= b) fix)=
) /(%) {k1x2+2x——k si x>l ) /(%) {I—H‘c(xml) sioxxzl

16. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

x+1 s ox<l -4 s xASB
[ = d =
) /(%) {4—@;2 § x>l ) 7(x) {ch S x>3
xt =1 x .
— 81 x=z-1 f—— 851 x<2
b f(x)=1 x+1 e f(x)= 2
W42k 8 x=-1 Xtk s oxz2
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—x-iﬁ si x=0
c) f(x)= x ﬁf(x)z
k

{2“” si x<?
si x=0

27 s x>2

o e -l 7o Pon-un efemplo de una Juncion donde falte s6lo una de las tres condiciones necesarias para
que seq contimia en un punto.

—~15-+b x<-1
X

18. Dada la funcicn: f{x)=3x"+4 -l<x<]
~x* 8 x2l

calcula el valor de b para que f (x) Seq continua en x =-1. ;Es continuaen x =17

19. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

[ 344 .
S 5 si x22,x=4
x~-8x" +20x-16
a) fx)={k+] si x=2
22 st x=4
2 _
Jx2“4x+3 siox#l
b) g(x): x—1
& si x=1

.
2x-+-1] x<0

c) h(x) =a4—x" O§x<2
x =11x—10
x+3

=2

20. Caleula ay b para que sea continua la siguiente fumcién,
hax x<-1

f(x): b ~lex<3
2x+4 x23

21. Estudia la contimuidad de la funcién (x)= FI - xzi.

22. Se ha investigado el tiempo (T, en miritos) que se tarda en realizar cierta prueba de atletismo
en funcion del tiempo de entrenamiento de los deportistas (x, en dias), obteniéndose que

Matemdticas Apl icadas a las Ciencias Sociales TT
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30
x+3
()= Laos
(x-5)(x-15)
a) Justificar que la funcion T (x) es continua,

b) ;Se puede afirmar que cuanio mds se enirene un deportista, menor serd el tempo empleada
en realizar la prueba?

23. ILa cilificacion obtenida por un estudignte en un examen depende de las horas x de
preparacion a través de la funcion

% si 0<x<15
6=
si x>15
0,2x+3
a) ¢Tiene Semtida aftrmar. que a mayor tiempo de prepamczon corresponde mayor

calificacion?
b) ¢Es dicha funcién continua?

24. Dada la funcidn
2x+a si x<-1

F(x) | #+2 8 -l<xsl
Inx st x>1

) Calcular a para que la funcién f sea confinua en %= ~1.
b) Represemta la funcion para a=3.

11.3. Clasificacién de las discontinuidades
1) Sidlimf(x)=L v L=f (a) entonces se dice que f tiene una discontinuidad evitable
X .

en el punto x=a.

H

L.

i
i
I3 Fa

El valor que deberfamos darle a la funcion en dicho punto para que fuera continua en €l se
llama valor verdadero de la funciénen a, y es:

f(a)=lim ()

x>0

EJERCICIO:
25. Estudia la continuidad de la siguiente funcion, clasificando su discontimeidad:

15
Limites y Continuidad



Blogue II1: Analisis Matemaético

x#]
7(3)-

3 st ox=1

|2 Si- 3lim f{x)=L Skmy(x)=L' y L#L

discontinuidad de salto o de primera especie en a.

En este caso, €] valor

lim f (x x)l
X—>a— X—)a-i'-
se llama salto de la funcién en a,y puede ser finito o infinito.

1 (0.7()

im f(x x)l

61_,.._
!
I
i

a

Y

EJERCICIO:
26. Estudia la continuidad de la siguiente funcién, clasificando su discontinuidad:

F+1 s x<l
ORY

-1 s =x>1

3) Las discontinuidades que no sean ni evitables ni de primera especie se denominan

discontinuidades de segunda especie, es decir, cuando al menos uno de los Hmites laterales
no exista,

f
i
{
‘ lim /(x)=L

[

?——-—..-....._

(a.r(a).

be — e g —

Y

EJERCICIOS:

27, Estudia la continuidad de la siguiente funcion, clasificando su discontinuidad:

si 2<0
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28. Estudia la contimuidad de las siguientes funciones, clasificando sus discontinuidades:

a)f(x)z{lx—3| 5? x#-3 ) f(x)={9—x2 si x<2

2 s x=-3 3x+2 s x>2
sixsl ‘ --—»1 81 x<4
b) £(x)= XIZ ) fx)=4 x+1
— 5 x> Vx—4 s x=4
x

11.4. Teoremas importantes

Un par de que es importante conocer v memorizar:
o Teorema de Weierstrass: Toda funcién continua en un intervalo de la forma [a,b] tiene

méaximo vy minimo absolutos.

Este teorema es de existencia, es decir, nos dice que hay méximo y minimo

absolutos, pero no cudles son. Para determinarlos, nosotros representarsmos la
funcién.

» Bajo la hip6tesis adicional de que la funcidn sea inyectiva, el méximo y el mfnimo
(absolutos) se alcanzan en los extremos del intervalo.

Lo tnico gue necesitamos conocer sobre las funciones inyectivas es la siguiente
interpretacion geométrica:

Una funcidn es inyectiva, en un intervalo, si cualquier recta paralela al eje OX sélo
corta a la grdfica de la funcidn en un imico punto (en dicho punto).

 funcién invectiva en [g b h =gix
Y [ ] Y funcién no imyectiva y=e )
| = 1(x) en [2]
! // |
= | N/
f ] > { ] >
a b * a *
17
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TEMA 11 - LEM[TES CORTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS

C’é}culb' de lmites sobre Iz gréfice

BJERCICIO 1 : Caleula los siguientes limites 2 partu de 1a grafica de f{x):

1

|

!
f
1

11y

)

») lim fx) » imik) o liﬂsn_f(x)

9) Im f x) o lin%f(x)

EJERCICIO Z: Dada'la siguiente gréfica de f(x), c%cula los lmites que se indican: |

!

[ [ 1

I | ;

-

LYY

\

HY

HZ

£ ¥

F

e ew & limf(x) b) Hm fx) o lim (%)

9 limix) o lmfl)

EJERCICIO 3 : La siguiente grafica corresponde a la }funcién f{x). Sobre ella, calcula los limites:

{

§

X

]

- !

AN

i

s )rl

@) limf(x) v Imflx) o lim £{x)

R R x—3"

Caleulo de Hmites inmediates

ETERCICIO 4 : Calcula los siguientes limites:

a) lim b) lm Yx -9

x—-1 32 + 2% +3 =2

¢) lim ~6-3x . 0 iirtlllogx
L —

x—2

D) m tgx ) 11m2(3 )

4

c) lim zosx
x=R/2

. 2 %3
g) lm |——t—
=2l 2 4

K i+ 2)

x-3

d) hm2

=1y +x+1

"~ h) 1&11'123"”'

D) limsenx

-
Z
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Caleulo de limites e interpretacién geométrica '

E}ERCICIO 5 : Calcula los siguientes Hmites e interpreta geométricamente el resulfade, .

2 3
. 3L+l - 2—x
D KE —x)° 2 Im =
res (2—x) X—ee xt -1
: 3
5} lim § im 22X
X—too (1,,;{)3 Xopmeor

9) Hm4-x? 10) T ——- -

x=0 _ x—32x—6 _
2
13) Tim X E2X73 14 bm @2x+3x )
x—1 xzm}_ e
s
17) lim - 18) lim — e
e T x2 ’ x—a23 Ix 15

EJERCICIQ 6 : Calcular los siguientes limites:

b) lim (\m—xJ

2—nx-=3

a) lim
) x—=7 x2 —49 Xrdeo
L A2x-1-1 o [ 2FL x
x—>1 x? —1 x—eal 2% —1]
i) Tim x-1 x+1
P L | 32 R —2

EJERCICIC7 : Calailar Ids siguientes lifsies:
2x% —14x%% +12x

- 3x? -24%+48

g) lim _ b) Iim
x=t -4 x=1x* ~10x? +27x-18
3
X —4x
e} hm f) lim —————
x——\23 'HX +5 w2 X2 —-dwa 2
- 3 " X—3
i) hm i) lim ——=
= x3~1 xmalx 44 -3
38,2
m)hm V2 +x—x5 . Jim 2 3x2+9x 27
x-—}b& . - X—)B X .—9

3 bm =%
Reayea 34 3%
7} lim
X—éﬂx -X
1) Ewide= -
sl y? 4]
2
15 lim x“+3x
x—teo 32 o]
. X+l
19) Hm
) sy e 4

. X+
9 Iim[’H-a)
X\ X 4+ b
2P 45x—1
g) hm"—z'*-““*

L S ¥

_X'Z 2x
k)h’m[ - ]
L xed 2){-&3‘

4)

hm?»x

N 5+ 3%

8) lim

2

X5 +x=-2

x—1x? —2x+1

12) lim

16}

20) Tim 2

Tim [—X ]
< xad\ % ~]

23—

h) lim

K4S

X—~3 X+

Bm [-
X oo

X
2

_ij

-3x
xerte x4 +1

4% 8

=2 ¥ tx? —dx—4

D) Hm v4x*-3x+47

X—see

d) lm

h) lim

N —en

n lim&(

x—4
a4yt _x—12
Ix? +1

X+3

2_#1

X ]

x
x*+152
2

—2%

EJERCECIO 8 : Calcula el limite cuando x-33 de cada una de las siguientes funciones y representa Jos

resultados obtenidos en cada Caso:

a) f(x )—-;—--ZX ) f(ﬁ):

C X3

'c> tx)=

%% —6x+9 .
x? -0
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Estndio de la continuidad 2 partir de una grifica

EJERCICIO § ; Dadss las funciones: -
RS e e e

/:\H) ;T m
T3 3 - I 2 3 /

a) Disison continas ono.  b) Hallala imagen de x=1 para cada une de las cuatro fanciones.

L.

k2

EJERCICIO 10 : Dada la gréfica;

]
. 2
2) Disi f(x) es continua ¢ no. Razona furespuesta, b) Halla f(-1),£(0), £(2) y £(3).
EJERCICIO 11 : ;Son contiruss las signientes funciones en x =27
a) b)
Y
& ¥
- . P - -
N / \E |‘ T
i TR
4 ., 1
-+ TP
A X --ﬁ—-t.-—d—" ' W X
1 [ =, s
i-r
A e .
T

Si alguna de ellas no lo es, indica la razén de 1z discontinuidad.

EJERCICIO 12 : Esta es la gréfica de la fimcion f(x )
¥ :

1
I
!
[

ra
T

Ll
4

Iy
-

[+
2]
ke

>

b

&) ;Es continuaen x =-27
b)eYen x=07
Si no es continua en alguno de los puntos, indica la ceusa de {a discontinuidad.
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. __.Estuéjo de la coptinwidad a parfir de su expresién analftica 7

EJERCICIO 13 : Averiguar los puntos e intervalos de discontinuidad de las siguientes fumciones:

+5 +5
ay= iTxu—mm—‘ b)y=—2i———— . o) y= Vx' —5x+6
x* ~5%+6 X —5x+6

EJERCICIQ 14 : Estudia la continuidad de las funciones si guientes y represéntalas gréficamente:

x~1 . ' x? siox<l
2 s x<4 x*-2% si O<x<i :

) flz)=q 3 - e D) f(x]“"‘{:; -1 s x>l e R e SRR P
x2-15 si x>4 ' % s . . sox>1

. - x2-3 s x<2 7-%x? & x=0 . 1. & x=0

d) fixi= ’ e) flx)=4" _ _ fixi= .

) £ {1 siox>2 ) 16) 1 st x=0 ) .() 1-x%s1 x=0

EJERCICIO 15 : Estudia la continuided de las siguientes funciones:

x+3 si-6<x<-2 1 ..
- six<d

17 . si-2<xx1 b4 : 2 six <0

ayf{x)=< 2x+1 sil<x<3 B fx)={x*+x si0<xu<! &) fx) = x;—Z
-2x+13 si3sx<s 2 sixsl sixs>0

X+3

3 six>3

EJERCICIOQ 16 : Hallar lim f(x) y lm f(x) siendo
x—2t x—2"

3-x six=z22
Hx)= .
0 six<2
a)  Existe lim £() ? |
b) Estudia su continuidad en el punto x=2

BIERCICIO 17 : Halla el valor de k para que f(x) sea continuaen x=1:
£l)= 2x+1 s.i xz1
k si x=1
3x? +mx-1 six<1
2x+3 six>1

- EIERCICIO 18 : Halla e valor de m para que f{x) = { sea contintia en todo R.

Asintotas y ramas infinitasg

EJERCICIO 19 :Halla las asintotas de las siguientes funciones v §itiia la curva respecto a ellas:

9 f(x)=4'—1Xz B b)f(x):;m%%%:? S f(ﬁ:éf_;j; i S
B e R F O

3 f(x):ifff‘ D f(x)=12"_3§ 1y f(x)'mifz R

P S T

X



.LfMlTES — Cé!cu}o"y representacion

s -
X7 -Ix 9, lm Vx?+2x-x
w2 41 10, Im vx¥+2x-x
2. lim . b g
x+2 X-2 x%-9
3 5 11, lim =—=—=——
3, lim ;'ZX 5o 3x+1-2
Am0xTax 12, bm Vx?+2x+x
4 ﬁmX +2x-3 _ : Xes b
lx-'»lx?'-a‘vx-z . 2x+3 ¥
_ ‘ 7 13, fm Py
5. lim (2x+4)° - Xt X
] ?X l.{ 14 1' 4‘X+3 2x
6. lim — 2 . ' x—fﬂ‘—lm dx+4
PR T BX{-X - . .
2 —
o xe3x : X+2 5
7. lm —— 15, Im —= X
¥ dw 2X ¥ X+3
’ 32 ' 3
3x —
8.- HIIJ. . - . . 2X Fex
o e Xz i6. )}HHZ o+

» _ASfNTQTAS Y RAMAS INFINITAS - Calculo y representacién

1.y=x3—2}:—1 . 2%2 41
. 4.v=
2.y= x+1 Y -
x* +1 444
x+1 Sy:X -

x°+%



CALCULO DE LIMITES

1) lim (35’ —6x+1)=-2 2) lim (¥* - 2x+1)= 3) lim (—3x* +x)=+c
x—1 X X—tes
2 2,
x-ba xz...az , 2 xey] xzuzx-{-l e\ x 42 x--2
2 - _ . . 4 —
7 tim X EET2 &) lm | =0 o) fim—— =
iyt =2x+1 2 e { xt —4x4-4 e 2x 3" ~6 0 2
— 2_ —
10) hmx 6x+9=i_°° ) me2 25:2 12) ]me 2x7 X _
xual 2 =5 x° —5x I 2x —6x
5 2
13) hmx o ) Bm i e 15) i N2V N
e 0 +1 v 2x* 1] iva  xed 2a
16) h}:ﬁé «/3«%»\3;_ \/_ 17) m (: [P x) 18) lim x/x%’lj_\/x-kzzo
- X x x—ea x
' V +1- Jxt+1
\ - _1 20} sol:1 21) lim -2 sol 1
x——)—[ FENES .\/—_ \/_)_E x->.= +4 - ) == x+]
: x-1 1 . —«f——\[ Jx s/2x+1—-\/2x 1
5y m s 23) hm(\/x x —x++x b2\ 24) lim
) x—>3*(2x—4) e = e x4l —x -
m(\/;(\fx—}—l-—vxml))w 26) hm( x3+1(x[2x5—2xmxf2x5+3i))=%—2—
T—yes Xdem
. Ix—1 Jx? —6x —{x~— _
27) km I(Vi——.l] =00 28) lim = 6x —(x-3) . =-1 l20) tim _’Eﬂ -2
st Vxer] 5 e 3ex? +6x o gt =+ x—1
x+1) 3 2 _ 4 A 3.
hm( )4=i°° 31)hmx3+5xz+3x 9m 32)511133: 2;;+x 2=i
< (x+3) =3 1 + 7% +15x+9 S e +4x -1x-2 17
%) 2 x*—4) -1
adr b5d rdzed 5 gy pm L o8E P8RS 35) lm | S2-E T
T2 x* +dx +4xt T4 0 21 A xﬁ_z M
. x+2 x+2 2 . x+2
tm ~———==1 37) im 38) Im ——=2
o Jx+3-1 0 Jx+3 1 3-1 = W
x+2 . —ixl
= 40) Hm ~e—— No existe 44) lim — 1=
fx+ 1 x—)—w.\/; ]_ };13 Zx 0
42) hmsenx 1 43) Tim 28X =1 44) im 225 =)
130 x 20 x x>0 tgx
148 ;
45) lim senx—sena _ . cos(a+h)—cosa 47) tim cos7x— cos3x_“_20
e X—( =-—Sena =0 xz

=0
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TEMA 12 — INICIACION AL CALCULO DE DERIVADAS.
APLICACIONES ' :

12.1 — CRECIMIENTO DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

TASA DE VARIACION MEDIA
Definicién

Se llama tasa de variacién media (T.V.M.) de una funcién, y = f(x) en un intervalo
fa,b] al cocients: T.V.M.{a,b] = Vm%clén deft) _ (0 —f(e)

_ Variacion de x b-2a
Y es la pendiente del segmento que une Jos puntos A(a,f(a)) y B(b.(b)) -

Con frecuencis, el intervalo se le designa mediante la expresién [a,2+h], nombrando,
asi, a un extremo del intervalo a, y a su longitud, h. En tal caso, la tasa de variacion
fla+h)-1(a)

media se obtiene : T.V.M. [g,a+h] = -

pic

Jia

Si una funci6n es creciente en [a,b], su tasa de variacién media es positiva; y si es
decreciente, negativa,
r - Y-

TNVM la, H>0 ' T¥M e B<0 .

TASA DE VARIACION INSTANTANEA

Definicién: Se llama tasa de variacién instantinea (T.V.I) de una funcién, y = f(x) en
un punio a _
: - : +h) -
TV = m K@)y fath)-fle)
. %2 ¥ —ga e h
Y es la pendiente de la recta tangente a la curva y = f{x) en el punto x = a.

Significado:
Si es positiva = La funcién es creciente en el punto &
Si es negativa = La funcién es decreciente en ei punto a

——

0165
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12.2 - DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO
DEFINICION

Llamaremos derivada de una funcién y = f(x) en el punto x = a a la tasa de variacién
instantanea de dicha funcién en el punto a, y se designa por f "(a):

o) = [ V@ o farh)=f(e)
pet Xx—8 h-30 h

SIGNIFICADO

La derivada de la funcidn y = f{x) en el punto x = a es la pendiente de la recta
tangentealacurvay=1(x) enel puntox~=a
Por tanto la ecuacién de la recta tangente a una curva en el punto x = a

y—fla)=f"(a) (x~2)
APLICACIONES

- S$if’(a) > 0 = La funci6n es creciente en el punto x =a
- Sif’(a) <0=>Lafuncidén es decreciente en el punto x = a
- 5i hay un maximo o minimo relativoenx=a=>{'(a) =0

12.3 — FUNCION DERIVADA DE OTRA

Se Ilama funcion derivada de (o simplemente derivada de f) a una funcién f ' que
asocia a cada abscisa, %, la derivada de fen ese punto, f (%), es decir, la pendiente de la
curva y = f(x) en ese punto. A la derivada de f la llamaremos £ “ o Df:

Dfx) = £ '(x) = 1%3——-““1"; ity

-

12.4 — REGLAS PARA OBTENER LAS DERIVADAS DE
ALLGUNAS FUNCIONES

OPERACIONES CON DERIVADAS

- Muitiplicacidn por un namero :(k.f{x))" =kf ()

- Sumayresta: [x) 2 gx)] =f' X)L x)

- Producto : [fx).g(x)]=f "(x).g(x) + fx).g'®) -
f(X)} e -1g®)

g®) g’ (%)

- Composicion : [Hg00)]) = "(2(0)-g'®)

- Cociente : i:
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REGLAS DE DERIVACION
FUNCION 'DERIVADA FUNCION DERIVADA
y=Kk y' =0
y=X y =1
y=x" y =nx" v =f"(x) vy =nfxf &)
1 ')
= = = f =
Tty \/Q s y= i) )
, 1 (%)
=n ' y = = I f e a—————"
Y J; ‘ . nn Xn-—i y (X) ﬂann~] (X)
y=a" y =a"Lna y = & vy =aLnaf (x)
y=e” =g y = e y = (x)
1o o1 ~ log 4 £00 f'(x)
YT 0B Y x.Lna _ YT oR X f(x)Lna
) 1 ) F(x)
vy=Lnx v x y=Lnf(x) )
y=senx vy =CcosX y = sen {x) y'=cos f{x).f (%)
y=cosX y' =-senx . ..: Fy =cos f{x)_ y =-sen f{x).f &)
=
y=tagx ||y =ltug=——— |y=tagf) cos” £(x)
° [1+tag?f)).£ ()
.1 I 3¢9
Jy=arcsen x Yy = 1 y = arcsen f(x) —£2(x) |
B g = -1 B . —'(x)
Y = arccos X _ y = arceos f(x) i)
= arctag x - = arctag f{x) y = £(x)
YTERREE VT e 1+£2(x)

12.5 - UTILIDAD DE LA FUNCION DERIVADA .

CALCULAR LA DERIVADA DE UNA FUNCION EN VARIOS PUNTOS

Para hallar £ "(2) se calcula la expresion general de lz derivada f "(x) y luego se
sustituye en la derivada la x por a.
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OBTENER LAS ABSCISAS EN LAS CUALES LA DERIVADA TIENE UN
CIERTO VALOR :

Para averiguar los valores de x para los cuales £ '(x) =k, se calcula la expresion de
la derivada en general £ "(x), se iguala a k y se resuelve la ecuacion.

OBTENER LAS ABSCISAS DE LOS PUNTOS SINGULARES

Se llaman puntos singulares a los puntos de tangente horizontal, es decir, a los
puntos en los que la derivada es cero. Entre ellos estén los méximos y minimos
relativos, pero puede haber otros. ' '

Las abscisas de los puntos s'mgula:rés son las soluciones de la ecuacion : £'(x) =0
OBTENER LOS TRAMOS DONDE LA CURVA CRECE O DECRECE

Sif "(x)> 0 la funci6n es creciente y 51 £ “(x) <0 la curva es decreciente. Por tanto,
resolviendo tales inecuaciones se obtienen los intervalos donde la curva crece o
decrece.

12.6 — ESTUDIO Y REPRESENTACION DE FUNCIONES

DOMINIO

- Polinomio: D =R

- Cocientes : D =R — {puntos que anulan el denominador}

- Raices de indice par : D = {Lo de dentro de laraiz 2 0}

- Rajces de indice impar: D =R

- Logaritmos : D = {Lo de dentro del logaritmo > 0}

- Exponenciales : D =R : :

- Trigonométricas : Seno y coseno D = R ; El resto se estudia como un cociente
- Arcos:D={-1<Lode dentro del arco < 1}

PUNTOS DE CORTE

- Coneleje OX :y=0 = x =% = P(x0,0)
- ConelejeOY :x=0 = y=yo=P({0,y0)

SIMETRIA

- Simétrica respecto del QY o par: f{-x) = f{x)
- Simétrica respecto del Origen o impar : -f{-x) = f{x)

SIGNO DE LA FUNCION

- Se calculan los puntos que no pertenecen al dominio = X =4, ...

- Seresuelve la ecuacion f{x) = 0 = X = X, X = Xppeems

- Estos puntos dividen la recta real en partes, tomando un punto en cada intervalo y
sustituyendo en y = f(x) se obtiene el signo de la funcidn
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ASINTOTAS

- Asintotas verticales: Punios donde I funcitn se va al infinito: Yoo, X =2
- Cocientes: Puntos que anulan e! denominador
- Logaritmos : Puntos que anulan lo de dentro del Jogaritmo
- Aproximacién a la asintota : Calenlar limites laterales
- Asintotas horizontales : Puntos donde la x se va al infinito : x = oo, y=b
- Céloulo : E_r?nf(x)=b::>ymb

J(x)> b=»La funcién por encima de Iz asintota

-~ Aproximacion( en x = +100):
' J(x) <b=>La funcién por debajo de 1a asintota

- Agintotas oblicuas

, . f(x .
- Calevlo:y=mx+n; m =-I1m——(—) ;n= limlf(x) - mx |
- X—e oy . X—3oe
. Aproximacién (enx==] 00): T(x)> Asint(x)= La fincién por encima de la asfntota
. {x) < Asint{x)= La funcidn por debajo de 1a asintota

MONGOTONLA Y PUNTOS CRITICOS

- Se calculan los puntos que no pertenecen al dominio = x = a, ....

- Seresuelve la ecuacion £ '(x) = 0 = x = x4, X =x,..... '

- Estos puntos dividen la recta real en partes, tomando un punto en cada intervalo y
sustituyendo en y = f “(x) se obtiene ¢l signo de la funcién

- 511 '(8) > 0 la funcién es creciente en dicho intervalo, y si es <0 es decreciente.

- - Maximo relativo : P(aif(a)):x =2 es el punto dei dominio donde la funcién pasa de

creciente a decreciente.,
- Minimo relativo : P(a,f(a)) : x = a es ¢l punto del dominio donde 1a funcién pasa de
decreciente a creciente.

CURVATURA Y PUNTOS DE INFLEXION

- Se calculan los puntos que no pertenecen &l dominio = x = a, ....

- Seresuelve la souacién £ '(x) =0=>x = Xo, X =X1,.....

- Estos puntos dividen la recta real en partes, tomando un punto en cada intervalo ¥
sustituyendo en y = f "'(x) se obtiene el signo de la funcién

- S1f "(2) > 0 la funcién es convexa en dicho intervalo, v si es < 0 es concava.

- Puntos de inflexién : P(a,f{()) : x = a es el punto del dominic donde la funcién
cambia la curvatura,

TABLA DE VALORES

Dando valores a Ja “x” se caloulan los correspondientes de la “y” sustituyendo en la
fimcidn ' .

'REPRESENTACION GRAFICA
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TEMA 12 — INICIACION AL CALCULO DE DERIVADAS. APLICACIONES.

Tasa de variacién media. Caleulo y significado
EJERCICIO 1 : Consideramos la funcién: {{x )= X—Z—l . Halla la tasa de variacion media en &l intervalo

[0, 2] eindica si f{x) crece o decrece en ese intervalo.

EJERCICIO 2::
2) Calould la tasa de variacion media deta funcion f (x)— = enelintervalo [-3,—1]

b) A la vista del resultado obtenide en el apartado antemor, écrece o decrece la fIJIlClOIl
en dicho intervaio?

EJERCICIO 3 : Caleula la tasa de variacién media de esta funcién, f(x), en los intervalos siguientes e indica si la funmon

_crece 0 decrece en cada uno de dichos intervalos: a) P 2, -1] v [0, 1]
¥

1183

(i8]

Derivada de una fancién por la definicion

RIERCICIO 4 : Halla, utilizando-la definicién, la derivada de iwﬁiguientés funciones:
&) flx) =% + 2x b)) =x2+ 1 ) )= 2x+l q) )=
X

RIERCICIO 5 : Halla la derivada de la signientes funciones, aplicando la definicién de derivada, en los puntes que se
indican

&) f(x): 3

2

X+1.enx=-] b) f(x)::l.enx=2 o) fix)=3x"+2xen x=1 d) f(x):x?. enx=1
X . .

Calculo de derivadas

ETERCICIQ 6 : Caleular las siguientes derivadas:

Ny=35
2%;’ " 12)y=%x5+%x3—8x _ 20)y = —
Py= 3x 1 xz ‘
4)y=x : . 13)y= = 4%t +2x! opyy= 2 2XH3
5)y=3x° X - 5 :
&) y= ._3_.,,_10 ' 14},y=2.(-—]-»+]— " ZZ)Y‘xz-—E—-i- 3x +4_x
. 5 . ] XQ X4 X3 1+x X
3){2" _ ) 1 1 23%}! Ex +1%(x-“2)
Ty= 2 15y= —(/—— : 28)y=(x +2)x
¥ ¥ % :
8y= 2x"-3x3—€--xz-7 - e . | 25)y = ~—
. 16y= —+X—— 5
Ny=—7 3 X 26yy= X -3
X( : 17My= (x2 ]){x’—r?,x) 3
1 i) 18)y= (& S+ 3%) 2
Nv=51— - T
W0y=si } 2 I Y= 32 11

1)y=62 + 551 19y= —




3D y=(3% - 2x*7}
y= 3(x x-Ll)
I3Ny= (Zx Sd 3y
34) y= (2% +x)

35) y=5.0¢ - 3x)*

9= x‘—SX)2
T -t

T y=(x- Zx) (Zx =%
: (x —2x)?

®)y= (2x* -x%)*

42)y=

3
4y = 3-Jx2 -1
40)y= Yx* ~7x

s5)y= 22
x-1
46)y=5x3+§/;+1
47)3!“»&){2.3’\/% :
48)y=(x- V1-x? 7
3

4R y=

5

50)y=
352

51)y=5.x" -2+ %)
4 6%
52 }J= —_
) (2x* =3

s3jy=ev*

T y=

55)y=x%e™

X
55}3’——6";'

&t 4o

A
2
sgyy=X X
ex

X

SNy=

5 y=logs x
60y y =log, ¥°
61)y=logx
62)y=1Ln(x-1)

Yxi-1
x+41
. 3x

N

63)y=log,

€5)y=log >

1-x%x

66)y= Lnx

67}y=L§[x.(x+2)}

68)y=1n ¥1+x®
1-x
1 +x
x +3
2 -1

TDy={logx+ D.vx?+1

69)y In

72)y=tag Zx

73} y=sen 2%
74)y—senx
’?5)y—san X

76) y = sen’ 2x
77}y—sen X

78)y = sen’ Zx
79)y = 5. se’
80)y wsx
Sl)y—sen % +cos® X

l+senx

82)y=
1-senx

83)y= tag(x+3)
B4y y= tag’ (x +3)

RIERCICIO 7 - Halla la funcidn derivada de:

2)y =3¢ -4+ 3x+7

Hy=Cx -5+ D.x+x)

_ (5- x°

h
)y 3x-1

4
= .?’_.hi}f_.._g_x__j.SX '}5
3 2
3
X
Dy= ;
X +2% X+2
}; Dy= x° 4x°

T

52
85 v =1L il
5y=Iln cos2
88)y=tag (1-2%)

BT v=1iag ()H-—LJ
X

88) y= COos B6CX
sec X

89)y = sen -\/E
90)y=sen(x+¢e')
olly=Ln [\/X“l +~'x+1]
o y=oosx (1-cosx)
53)y= senX+ Ccos X

sen X - CosX

94)y= Lo (x".sen2x)

X_SGD2 X

85) y =
e* —1

96)y= l—cosx

1+cosx
—c08 2%
97 y= 5
98) y=Ln (tag 2%)
N y=1n (sen %)
100) y = sen {x+1)
10D y=sec"x

102))?“&3&11&»&005&

103) v = sen [cos(tag x}]
COSX

104) y=1Ln _
L SEenx

105)y=La 1+cosx

1-cosx

106) y = Ln (tag’ V)

107} y=Ln Ji”

108)y=Tn &0

x—3
109) y = La (ser’ x)
1 10) y — ecuslx
111) v = Ln (sen’s.cos’x)
112) y = sen’ - c0s’x
113) y = sen(x+1)*

_ x% —3x+7
elys ——

2
- Ix-2
ey [7—9){)

Qy= S48
X




TEMA 12 — DERIVADAS ¥ APLICACIONES — MATEMATICAS I 1° Bach.

. : ) .
Oy=J12x +eXT 1logs 3x  m)y=(3x— 1A(1 —4x%) n)y=m§m1/m;m- £ y=(3x-5x+2)
X—B{XZ)S

o)y=03x-x)" p)y=y3x? —5x Py = vi-x> ny= (XHJ

x~1

- .2
$)y=02x-4)"+2.yx% =1 y= le u}y=W 2 Vv)y=Ln(+2x) +&*
x x
w)y=logs x + 3% ‘ %)y = Z.sen{3x+4) ¥) v = 3cos’(3x%) z)y = tag(x’+1)
Dy =i -x 2)y=xe Hy=—=  fy=4@dly
S€NX
_ Jx+43 _3 et e _
5}_y- ¢ 6)y =3Ln(3x+5) Ny= o 8)y=tag~v3x+2

Recta tangente
EJERCICIQ 8 - Escribe la ecuacién de la recta tangente a la curva v = x* -2x en el punto de abscisa x = 2.
EIERCICIQ 9 - Halla lz ecuacién de la recta de pendiente 7 que es tangente a la curva y = 3K +x% -1,

EJERCICIO 10 - Halla los puntos de tangente horizontal de la siguiente funcién y, con ayuda de las rames infinitas,
decide si son mAximos o minimos: f(x)=x*+6x* -15x

EJERCICIO 11 --Averigua los puntos de tangente horizontal de la funcién: £ (x )= S XZ
: ' X+

EJERCICIO 22 - Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y =2x"+ 3x ~ 1 en ¢l punto de abscisa x=1

ETERCICIO 13 - Escrlbe la ecuacion de la recta tangente ala curva y=x- 4x? que sea paralela alarecta y=-Tx+3,

EJERCICIO 14 - Hella la ecuacién de Ia recta de pendiente —4 que sea tangente a la curva y =x" +2,
ETERCICIQ 15 - Obtén la ecuacitn de la recta tangente a Ja curva y = 2x> +x en el punto de abscisa x=-1

Crecimiento y extremos relativos
BIERCICIO 16 — Estudia la monotonia y caleula los extremos de la siguiente funcion: f{x )= x* ~ 2x*

Representar funciones que cemplan unas condiciones

EIERCICIO 17 : Dibuja la gréafica de ia funcion (x), sabiendo que
»  Suderivada seanulaen {0, 0)
e Solocortzalosgjesen (0, 0)
‘e Susasinfotassonx=-2,x2ey=0
, SiXx—»-0,yx0
e Laposicidn de la curva respecto a las asintotas es; %X Y=
' Six—+o,y<0
. lim fx)— oo, Hm fx)_-.—oo Iirn'f(x)x%o; -Iim’f(x)—_-'—,oo
R—el” *ep—7" 2" . I

EJERCICIO 18 :Hazla graﬁca de una funcidn f x) sabn*:ﬁdc que:

» Esz continua
. lim £ (x )= +o0; lim f(x)=+ao
et AX——

2

» Suderivadzseanulaen (~3, -2} en (0, 2) yen (2,-3).
e Cortaz los gjes en los puntos (—4, 0), (~2, 0}, (1,0), {(3,0) v (0, 2)

LX)



TEMA 12— DERIVADAS ¥ APLICACIONES — MATEMATICAS I— 1° Bach,
Dada una gréfica, estndiar propiedades

‘RCICIO 18 A partir de la gréfica de (%), di cudles son sus asintotas, indica la posicitn de la curva respecto = ellas N
balla los intervalos de crecimiento v de decrecimients de la funcién: o
7

|
f

H T T

B B

/!
I
]

EIERCICIC 20 : La siguiente grafica cyorresponde a la funcién (x):'

J
|
1

i

=
f A
3

2.
=3

|
}
i
i

rREE, R 3 X X
=] 4
%
FARLWEE)
2) (En qué puntos se anula la derivada? b) ¢Cuéles son sus asintotas?

¢) Indica la posicién de la curva respecio a sus asfatotas verficales, . ..
Estudiar y representar fonciones

EJERCICIO 21 : Estudia y representz las signientes finciones:

2) f{x)=x° —12x b) flx)=x> —4x? + 4x o) £lx)=x"+2x%+1 9 fx)= x+3
: , X—

3x , N X -2 o ox?

)= ) )= " &) 16)=-— h) £)=——

: 2%’ 2x’ x'-4 x* 2%’ 41

D tkx)= R N e)== k) fx)= w5 1) f(x)=——x2-—
2x°

flx)=
™ £6) x? 41
Recopilacién

EJERCICIO 22 ¢
a) Escribe la ecuacién de la recta tangente & la curva fx) = x*— 3x en &l punto de absciza x = -1

'b) ¢Es creviente o decreciente £{x) en x =27

EJERCICIO 23 : Dada la funcion: £(x )= 4x% ~2x + 1

&) ¢Es creclente o decreciente en x =07 ;Y-en x= 17
b) Halla los tramos en los que Ja funcién crece y en Jos que decrece.



TEMA 12— DERIVADAS Y APLICACIONES — MAT. EMATICAS I— 1° Bach.
EJERCICIC 24 -
8) Halla la ecuacién de la recta tangente a fa curva (x) =2x—3%’ enelpuntode abscisa x = 2.
b} Halla los tramosen josque f (X) es creciente ¥ en los que es decreciente.
RJERCICIO 25 : Consideramos la funcién: £ (x )= 5x* - 3x
a) ;Crece o decrece en x=-17 ;Y en x =17
b) Halla los tramos en los que la funcidn es creciente y en los gue es decreciente.
EJERCICIO 26 : Halla los intervalos de creczrmento y de decrecimiento de las funciones:
a) f(x)=8x—x* ° b) f(x)—~
- EJERCICIO 27 : Dada la sigujente funcién: £ (X) =14x - 7%*
" a) ;Es creciente 0 decreciente en x = 07 ;Y en x= 47
b) Hallz los tramos en Ios queja funcidén es crecieate y en los que es decrecjente
EJERCICIO 28 : Haﬂa y representa graﬁcamente ios puntos de tangcnte horizontal de la funcion:
flx)=x* —x*~8x+12
E.TERCICIO 29 Averi gua los puntos de tangente homzontai de las siguiente funci6n y represéntalos graficamente:
) =x'-8x+1
EIERCICIO 30 : Estudia y representa las siguien{es funciones: ;
a) f(x)={x-1F x+8) b) flx)=2x* —4x? +1 c) flx)=x* +3x* —9x d) fx)=4x* -2x* +2
&) £{x)=x* +2x +x f 1 ()mﬁi‘_ﬂ g f(x)m._fbif_l f(x)_i_:ﬂ
x+1 -3 - 2%
2x 4 4x+2 e B X 3 o7
) Flx)=——F j) tl)="— K) )= —x* = 3x D Fl)=x" +3x7 +3x
X°4+2x-3 3
1
m) f(x)=x4~2x2 + n) f(x):x(x—B)2 ) f(x):x'*ngz 0) f( )—u%%tg
x? X -rl
)= fix)= 1) fix)= s) f{x)=
P) f)= Q) £6)= ) £l)=——~ ) t6)=-"5

Ly



EJERCICIOS DE DERIVADAS

I, Aplicando la definicién, celeulz 14 derivada de las siguientes funciones en el punto que se

indica:

af(xy=x+x" enx=2. b,f(x)=£enx=-1
©ox

e fx)=vx+lenx=2 d. f(x)=x"+3enx=1

2, ¢En qué punto no es derivable la funcidén f(x) = |x +1| ?

3. Calcula la funcién derivada de las siguientes funciones:

a f(x)—:-;l;-—:';l;ﬁ-% b. f(x')=(x+2\/§)3 c. f(x)=x2-\/x—3
d. f(x)=24x+3% e f(x_jﬁl—x% S f(x):_@i]_x;% -

- e L 2x4l
g f{x)= N> k. f(x)——x— - i f(x)”2x-1
7. f(x)=w k. f(x)=3xserx+4 A f(;;)xgx_

~ Sernx 5

* . iz

m. J(x)= eej—l n f(x)=xsenx 7. f(x)ze_x-
x3 1 1

0. f(x)mS\/_x_-l— S5x -

= P f@y=In(e 4+ -1) g £
X

261 (2x+1)

4, Calculala derivada de las siguientes funciones:

a f(x)=Ln (Sen3x) b. f(x)=cos’ x —cos (xs) | c. f{x)= Ln(sen Sx)

d. f(x)=xe"sen3x | e. f(x)=arcsen(l-x)+V2x~x" [, f(x)= arcsen(i - e”)
g. f(x)=m h. f'(x)=arcz‘g\/—1—:i ' i, f(x}:Ln‘/lq”em.

Senx l+x 1—senx
2 f(x) = senx* +3 E f(x)= L(XH) I f(x)=Log{sen7x)
m f(x)=e ™" nfx)=x+ 3/ lx A f(x)=e*semx+e"cosx
43
X Ix+2 s
0. /()= rg[Ln - 2] . 1y = 25242 g. () =x"LogSx—E-
x cos(7x—1) x

5. Dadala fimcién f(x)=mx’ —3x+5, calcula el valor de m para que

6, Determina el punto de la curva f(x)= }23:2 +x en el que la recta tanpente forma un &dngulo
de 135° con el eje de abscisas en sentido positivo.

. 7. Determina los intervalos de monotonia y extremos de las siguientes funciones:
g f(x)=2x"+93"~24%+5 b f(x)=4x"-24x ¢ f(x)=xe*



8. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la cwrva f(x) =2 +.\E en Il

9. Averigua los puntos en los que larecta tangente a la curva cumnple;

a. Eshorizontal.
b. Forma un 4ngulo de 45° con el gje de abscisas en sentido positivo.

10. Explica por qué no es derivable la siguiente funcion:

&

11. Calcula una funcién de segundo grado de la forma fx)y=x" A+‘ bx+c¢ sabiendo que pasa por
el punto (1,3) y que en el punto de abscisa 2 su tangente tiene pendiente I. :

2
X

" 12. ;En qué punto es paralela ]a tangente de la funcién fx)= i 7x ala bisectriz del primer

cuadrante? ;Y a la del segundo cuadrante?

13. Representa las siguientes funciones:

a. f(x)=x"—-3x-1 b. f(x)=

x4l

Z
x° .

2

1“’" c. F(x)= d. f(x)=3x" —4x> + 36

14, Sez 1a funcidn &

a. Determina su dominie de existencia y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b. Calcula sus asintotas y extremos.
c. Representa graficamente la funcion.

15. La funcién L=l 600) representa el beneficio, en miles de euros, que obtiene una empresa por

la fabricacion de x unidades de un determinado producto. Dibuja la grafica de la funcién e
india cudntas unidades hay que fabricar para que no se produzean pérdidas. Determina
también cudl es el mayor beneficio posible y cuéntas unidades deben fabricarse para
obtenerio. '

16. Encuentra un nfimero tal que al restarle su cuadrado, la diferencia sea maxime.
17. Halla dos oimeros tales que su suma sea 36 y su producto sea mAximo,

18. Calcula las dimensiones que deben tener los lados de un terreno rectangular de 80 m. de
perfmetro si guersmos que su érea sea maxima. . : o

- S 2 .
19. Halla las dimensiones de un recténgulo de 64 m para que su perimetro sea minimo.

20, Un ganadero quiere construir tres rediles rectangulares contiguos e iguales, para lo gue
dispone de 1.000 m. de cerce. ;Qué dimensiones debe tener cada redil para que tengan area
méxima? ‘



21,

23.

24,

EJERCICIOS DE DERIVADAS

Se quiere vallar un campo rectangular que estd junto a un camino. Si la valla del lado del
camino cuesta 8 €/m y la de jos otros lados 1€ /m, halla e] drea del mayor campo que puede
cercarse con 2880 €.

. Recortando un cuadrado de cada esquina de un cartén rectangular de 6 v 8 cm. de lado, se |

quiere construir una caja sin tapa. ;Qué medida debe tener el lado del cuadrado para que el
volumen de la caja sea maximo?

Haila el radio de la base y la altura del cono de 3 m. de generatniz y de volumen méximo,

Un alambre de un metro de Jongitnd se divide en dos trozos v con ellos se construyen un

" “cuadrado y un circulo. Calcula la longitud que ha de tener cada frozo para que la suma de las

25.

dreas sea minima.

‘ - . 3
Se desea construir una caja rectangular cerrada de base cuadrada y volumen 27 dm . Hallar
las dimerisiones para que la superficie total de la caja sea minima.






UNIDAD 13: Probabilidad

Experimentos aleatorios. Espacio muestral
Sucesos. Espacio de sucesos

Operaciones con sucesos. Algebra de Boole

lLey de los grandes ndmeros. ldea de probabilidad
Definicién axiomatica de probabilidad
Experimentos compuestos. Diagrama en arbol
Probabilidad condicionada

Probabilidad total. Teorema de Bayes

AZARY DETERMINISMO

"La dicotomia azar-determinismo es uno de esos problemas en los que
cealquiera de las dos opciones resulta insatisfactoria. 81 el mundo es determinista, todo esta escrito, y esto
es algo que rechazamos-instintivamente. Pero también rechazamos instintivamente que la realidad sea puro
azar, ¥y achacamos ¢l asPecto azaroso de un suceso a la falta de informacidn sobre sus causas.

L.as palomitas de maiz son un fendmeno estadistico muy interesante, Un montén de granos de mafz se
fifen en una olla. Cuando se dan ciertas condiciones, los granos estallan y se abren en una especie de flor
blanca. Pero no se abren todos a Ja vez, Unos van primero, ofros después. ;De qué depende que un grano se
abra? No lo sabemos. Posiblemente de |a tempez atura, de la estructura particular de cada uno... Come los
detalles son muy complicados, sélc podemos aspirar a describir las palomitas con probabilidades. Una
forma de hacerlo seriz anunciar qué proporcién de Jos granos han estailado al minuto de estar a) fuego, a los
dos minutos, a los tres, a los cuatro... Hablar de cada grano individual serta dificil{simo. No sabriamos qué
propiedades del grano usar para ¢l anélisis. Pero quizé algiin dia se pueda, y en ese caso podremos saber
cudndo se convertira en palomita cada uno de 1os granos de maiz.

En la fisica anterior a la cuéntica, llamada fisica cldsica, se usaban probabilidades cuando el fenémeno
era tan complicade que no habia esperanza de tomar conocimiento de todos Jos detalies pertinentes. La cosa
ne era imposible, sin embargo. Se podia uno imaginar que, con gran laboriosidad, se podria analizar e}
fendmeno y describirlo con toda certeza, sin usar probabilidades.

En la mecénica cudntica, en cambio, solo caben Jas descripeiones probabilisticas, como Ja de las
palomitas. Si en vez de granos de maiz fomamos, por ejemplo, atomos radiactives que pueden desintegrarse
0 no en un iapso dado, la situacion es similar. S4lo podemos saber qué proporcién de los dtomos se habrén
desintegrado al cabo de cierto tiempe, pero no en qué momento lo haré cadd diome, La diferencia con las
palomitas es fundamental: las palomitas las tratamos con probabilidades porque recoger los datos
necesarios para el anélisis exacto seria demasiado complicado; jos dtomos, en cambio, son probabilisticos
por naturaleze, Segln la meeénica cudntica {o quienes la interpretan), el mundo cudntico es probabilistico
porque NO HAY datos mas detallados que recoger. Un. Atomp se desintegra en un momento dado porque sf,
no porque algo en su estructura determine gue ha de hacerlc.

Este aspecio probabilistico de la mecénica cudntica molestabs mucho a Albert Einstein: nunca se hizo a
la idea de que en i universo hubiera fendmencs que oourren porque si, sin causa alguna. Por eso Einstein,
en una carta a 5u amigo Max Born, dijo que no podia creer que Dios jugara a los dados con el universo,




UNIDALD 13: Probabilidad

EXPERIMENTOS ALEATORIOS. ESPACIO MUESTRAL

Un experimento determinista es aquel en el que puede predecirse el resultado antes de
ser efectuado.

Ej.) - Lanzamos un objeto al vacio y medimos su aceleracién
- Calentamos un cubito de hielo a 80 °C durante unos minutos

Un experimento aleatorio es aquel en el que no puede predecirse el resultado, por las
razones que sean (ver articulo Azar y Deferminismo).

Ej.) - Lanzamos un dado y anotamos el resultado
- Extraemos una carta de la baraja y comprobamos la carta elegida

El conjunto formado por todos los resultades posibles de un experimento aleatorio se
llama espacio muestral, y se representa por E

Ej.) - Lanzamos un dado: E= {1,2,3,4,5,6}
- Lanzamos dos monedas: E = {CC,CX,XC, XX} (C es cara, X es cruz)

SUCESOS. ESPACIO DE SUCESOS

.....

Se llana sucess o suceso aleatorio de un experimento aleatorio a cada uno de los
subconjuntos del espacio muestral. Llamamos espacio de sucesos al conjunto formado por
todos los sucesos del experimento (todos los subconjuntos de E). Se representa por S.

Ej.) Lanzamos un dado de quinielas: E = {1,X,2}. El espacio de sucesos sera:

s={2.1} &} 0} 1%}, 1.2}, .2, 1. X2}

Suceso SUCES0S SUCES0S SUCESC
imposible elementaies compuestos SEQUFD

SN IR I

Suma de los elementos de 1a fila 3 en el tridngulo de Pascal.
En general, si el espacio muestral tiene n elementos, el espacio de sucesos tendréd 2" elementos

2° = § elementos

PN

OPERACIONES CON SUCESOS. ALGEBRA DE BOOLE




UNIDAD 13: Probabilidad

» Unidn

La unién de dos sucesos A y B,

que se representa por AU B, es el suceso que se realiza
cuando lo hacen A 0 B.

Ej.) Lanzamiento de un dado: E = {1,2,3,4,5,6}.
Consideremos los sucesos:

A = “salir par” = {2,4,6}, B = “salir primo” = {23 5},
La unién sera:
C = “salir par o primo” = A UB ={2,3,4,5,6}

» Interseccion

La interseccién de dos sucesos A y B, que se representa por AnB, es el

SUCESO que se
realiza cuando lo hacen A v B.

Ej.) Lanzamiento de un dado; E= {1,2,3,4,5,6}.

el
Consideremos los sucesos: A s B
A = “salir par” = {2,4,6}, B = “salir primo” = {2,3,5}. &
La interseccion sera: %
C = “salir par y primo” = A nB ={2} E

Si la interseccidn de dos sucesos es el suceso imposible (conjunto vacio), se dice
que dichos sucesos son incompatibles. En caso contrario, se dice que son compatibles.

ANB={®}= incompatibles

AnNB=# {Q)} = compatibles

> Suceso contrario o complementario de A

Es el que se verifica cuando no se realiza A. Se representa por A .

Ej.) Lanzamiento de un dado: E= 11,2,3,4,5,6}.

A = “salir par” = {2,4,6}
A = “salir impar” = {1,3,5}




» Propiedades

UNIDAD 13: Probabilidad

UNION INTERSECCION
ASOCIATIVA (AUB)JUC=AUBUC) | (AnB)nC=ANnBNC)
CONMUTATIVA AUB=BUA AnB=BNA
IDEMPOTENTE AUA=A AnA=A
DE COMPLEMENTACION AUA=E ANA=0
SIMPLIFICATIVA AUBNA)=A
An(BuUA)=A
DISTRIBUTIVA AUBNC)=(AUB)n(AuC)
AnBUC)={(AnB)U(ANC)
LEYES de DE MORGAN AUB=AND
AmnB=AuUB

Laterna (S,u,m) , formada por el espacio de sucesos asociado a un espacio muestral

E v las operaciones de unidn e interseccidn con las propiedades vistas, recibe el nombre de
dlgebra de Boole.

LEY DE LOS GRANDES NUMEROS.
IDEA DE PROBABILIDAD

Se llama frecuencia absoluta de un suceso A al n® de veces que ha ocurride dicho
suceso a lo largo de n pruebas. Si dividimos la frecuencia absoluta entre el n° de pruebas,
ARL |
n
Ej.) Lanzamos un dado y anotamos el n® de veces que sale el 3.

obtendremos la frecuencia relativa: f,

o de Tanzamientos | 10| 20 ] 40 | 80 [150]200 300 )\ | poscrvamos due i
f3) 2 3 7 {34 | 24 33 50,\ tiende a estabilizarse
£G3) 0.2 10,15]0,17/0,17]0,16 10,16 | 0.1 en el valor 0.1




UNIDAD 13: Probabilidad

Segim la Ley de los grandes nimeros, la frecuencia relativa de un suceso tiende a
estabilizarse en torno a un ndmero a medida que el nimero de pruebas del experimento
crece indefinidamente. A este nimero lo denominaremos probabilidad del suceso:

Segin esta definicién, para calcular la probabilidad de un suceso serd
P(A)"—' Iim f, (A) necesario realizar un gran ndmero de pruebes, Este inconveniente se
B resuelve con la definicidn axiométics, es decir, basada en suposiciones

iniciales que tengan en cuenta las propiedades de las frecuencias relativas,

DEFINICION AXIOMATICA DE PROBABILIDAD

S;illama probabilidad a toda funcién P que asocia a cada suceso A, del espacio de
sucesos, un numero real, que llamaremos probabilidad de A y representamos por P(A),
cumpliendo los siguientes axiomas:

Axioma 1. La probabilidad del suceso seguroes I: | P(E)=1

Axioma 2. La probabilidad de un suceso cualquiera no puede ser negativa: | P(A) = 0

Axioma 3. Para 2 sucesos incompatibles, la probabilidad de la union es la suma de las

probabilidades de ambos:

Si AnB=® = P(AUB)=P(A)+P(B)

PrTp.

» Consecuencias de la definicion

W=

P(®)=0
P(A)=1-P(a)
0<P(A)<1

Regla de Laplace. Histéricamente, es anterior.a la definicién axiomitica. Sin
embargo, puede deducirse de los axiomas. Dice asi: “Si los sucesos elementales
son equiprobables, la probabilidad de un suceso A es el cociente entre el n°
de casos favorables al suceso A y el n° de casos posibles”.

Ejercicio. Se ha encargado la impresion de una encuesta. El impresor
informa que de cada millar de folios la mdquina estropea 12 folios. Halla la
probabilidad de que elegido un folio al azar: a) esté mal impreso, b} esté
correctamente impreso.

2) P(folio mal impreso) = P(M) = S2s0s fevorables | 12

_ casos posibles 1000
b) P{folio bien impreso) = P(M) = 1~ P(M) =1~ 0,012 = 0,988

=0,012
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Ejercicio. ¢Cudl es la probabilidad de obtener ung suma de ocho puntos al
lanzar dos dados?

Casos posibles: 6 x 6 =36 5
Casos favorables: {(2,6),(3,5) (4.4),(5,3), (6.2)} P(sumar 8) = I

5. Probabilidad de la uniéon para suceses compatibles,

= P(OB)=P(4)+ P(B)-P(A B),

Si consideramos que la
probabilidad de un suceso
es proporcional a la
superficie que io representa

N\

E

Ejercicio. Por una encuesta realizada entre los estudiantes de Bachillerato de
un instituto, se sabe que el 40% lee el pericdico y el 30% lee alguna revista de
informacion general. Ademds, el 20% lee periddicos y revistas. ;Cudl es la
probabilidad de que un estudiante, elegido al azar, lea el periddico o alguna
revista? T ' '

P(AuB) = P(A) + P{B) - P(ANB)

Sean los sucesos: PE = "lee el periddico” , R = “lee alguna revista”. Las
probabilidades son: P(PE)=0,4 , PR) =03 , P(PENR)=102.

Por tante, P(PEUR)=P(PE)+P(R)-P(PENR)=0,4+0,3~02=0,5,
es decir, el 50%

EXPERIMENTOS COMPUESTOS. DIAGRAMA EN ARBOL

Los experimentos compuestos son los formados por varios experimentos simples
que se efectiian consecutivamente. Llamamos espacio compuesto o espacio producto al
conjunto de todos los resultados elementales que tienen lugar en un experimento
compuesto.-

Los diagramas en 4rbol son una buena herramienta para el cdlculo de
probabilidades en experimentos compuestos. Para ello, hemos de tener en cuenta:

e Se dibuja una rama para cada resultado posible, y se indica sobre elia la probabilidad
correspondiente. Las probabilidades de las ramas que confluyen en un punto, suman 1.

o La probabilidad de un suceso se obtiene multiplicando las probabilidades de las ramas
asociadas al camino seguido, _

» Si un suceso comprende varios caminos, su probabilidad se obtiene sumando las
probabilidades de todos elios.



UNIDAD 13: Probabilidad

Ejercicio. Lanzamos 3 veces una moneda, Halla la probabilidad de obtener 3
caras.

Hay 8 sucesos elementales: CCC, CCX, CXC, CXX, XCC, XCX, XXC, XXX
s Aplicande Laplace: '

casos posibles = 8 , casos favorables = 1. Por tanto: P(3 caras) = %

» Diagrama en drbol:
4—.

P(3caras)x£-l-i:%

ol
ax s RS
MO MO XA MO

/\x

oS

N
o

Ejercicio. Se consideran § nimeros, 4 positives y 4 negativos. Elegimos dos de
ellos al azar y los multiplicamos. ;Cudl es la probabilidad de obtener como
resultado un nitmero positivo?

ler nmero  2° ntimero

<

P(positivo) = P(++) + P(—)} =

o0 | i

~3|w
+
oo |

PROBABILIDAD CONDICIONADA

Vedmoslo con un ejemplo: En una empresa hay 100 hombres y 100 mujeres. De
todos ellos, unos fuman y otros no, de acuerdo a la siguiente tabla:

casos posibles 100

Probabilidad d jier: P(M)= bl
H M 10T ’ H @ ser mujer: P(M) casos favorables 200

F 70 1107 80 10

Probabilidad de ser mujer y fumar: PM M F) = —
90 | 120 200

s
Uy
>

Dividiendo ambas expresiones:.

TOT| 100 | 100 3008 POMAB) _ 10/200 _ 10

P(M)  100/200 100

="Prob. de fumar siendo mujer” = P(F/M)

-7-
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En general, la probabilidad del suceso B condicionado a que ocurra A viene dada por:

P = 2B con 0. Despeunds | P8 B) < P)- PN

Probabilidad de la interseccidon

Ejercicio. Se extraen sucesivamente dos cartas de una baraja espafiola. ; Cudl es
la probabilidad de obtener dos reyes?

Sean: Rj = “sacar rey en la 1% extraccion”, Ry =

4 3 1
P(R, "R;)=P(R,)-P(R,/R
(Ry MR, ) =P(R,)-P(R,/Ry) =—7-oo= =0

“sacar rey en la 2 extraccién”

. Diagrama en arbol:

% R, <
R 4 3 i
5 1< R P{RimRz):p(RIRZ):Ia,___:_

R, <

» Independencia de sucesos

Dos sucesos, A y B, son independientes cuando la verificacién de uno de eilos no
modifica la probabilidad dei otro:

“A'y B'sob indépendientsS 57 P(ANB) = P(A) . P(8)

Ejercicio. Igual que el gnterior, pero con “reemplazamiento” (volvemos a
introducir en la baraja la 1° carta extraida).

Sean: R; = “sacar rey en la 1* extraccién” , R, = “sacar rey en ja 2° extraccion”

PR, ARy) = P(R,) PRy) = e =

40 40 100
» Diagrama en 4rbol:

Vg R, —— '
R 4 4 1
4, ]<_ PR, NR,)= P(RR)_— e

R, 0 100
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> Tabla de contingencia

Es una tabla que nos permite organizar los elementos del espacic muestral segin dos
caracteristicas (tabla de doble entrada). En ciertos problemas (sobre todo, en los que hemos
de hallar probabilidades condicionadas) resulta mas cémoda que el diagrama en arbol. No
obstante, puede convertirse una en ofro o viceversa:

P(B/A)L B * P(ANB)

A A TOTAL P(A) A
B | P(ANB) | P(AnB) | P(B) pE/A B € P(ANB)
B |PANB) | P(ANB) i P(B) N _
e , —r N P(B/A). B <4— P(ANB)
TOTAL| -P(A)} P(A) PAY T 7

Ejercicio. En una ciudad, el 55 % de los habilantes consume pan integral, el 30%
consume pan de multicereales y el 20% consume de ambos.

a) Sabiendo que un habitante consume pan integral, ;cudl es la probabilidad de que
consuma pan de multicereales?

by Sabiendo que un habitante consume pan de multicereales, ;cudl es la probabilidad
de que no consuma pan integral?

¢} ¢Cudl es la probabilidad de que una persona de.esa ciudad no consuma de ninguno
de los dos tipos de pan?

- M =“consume pan multicereales”
I 1 [TotaL [T,

= “consume pan integral”

M 20 10 30 '
10 35

20 = — =
EVs PM/T)=— PI/M)=-— PMnNI) ===
M | 35 | 35 70“ M/M=2 PU/M)=— X V=156
TOTAL { 55 45 I
St hubiesemos optado por un diagrama en érbol:
PM/I}. M 4 Pﬂmm:%
! 2) PMZP(ImM):ZO/IOO__ZE

P() 5510 55

b),c) Hallar PIM) y PINM)

PMIT) . M €— PAAM) supone trabajar con -probabififiades
totales y a posteriori (ver epigrafe
siguiente), sabiendo que:

(M /T) M 4~ P(I~AM). 30

PO =5

PO/ M € PUAM)

|
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PROBABILIDAD TOTAL. TEOREMA DE BAYES

Sean Ay, A, .., Ap un sistema completo de sucesos (conjunto de sucesos
incompatibles entre si, que llenan el espacio muestral), y B es un suceso cualquiera:

P(B/A,) <— P(A, NB)

E Ay _
B
P(B/A, 4— P(A, nB)
P(a;)
B
P(A)
P(B/A:) (B) 4 P(a, NB)
AU
B
PROBABILIDAD TOTAL

P(B) P(A mB)+P(A1mB)+ +P(A nB)

O temendo en cuenta ]a pr obab1i1dad condlcmnada L

P(B) P(A ) P(B/A )+P(A2) P(B/A ) +P(A ) P(B/A )

TEOREMA DE BAYES: ‘
SR P(A ﬂB}

EE) S

. O en forma mas desarrcllada -

P(A /B) =

Pl RRIALY 5
PBIAL) + PR FBAL) + +P(A,,) P(B/A Y

P(A/BJ(A

“Las probabxlldades P(Al) se denomman a pnorl
_ “Las probabilidades P(B/Aj) se denomman ver051m111tudes
‘ Las probablhdades P(A,/B) se denomman a posterwrl o '

La probabilidad total se halla sumando las probabilidades de los caminos
posibles, mientras que la probabilidad a posteriori se obtiene dividiendo la
probabilidad del camino favorable entre la suma de las probabilidades de los
caminos pesibles.

-10-
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Ejercicio (PAU-2003). En un LE.S. hay tres profesores de Fisica. Cuando un alumno se
matricula en el centro tiene igual probabilidad de que le asignen uno u otro profesor de
Fisica. La probabilidad de obtener como nota final un sobresaliente con el profesor A es
0,3; la de obtenerlo con el profesor B es de 0,28; y la de obtenerlo con el profesor C es de
0,35.

1. Calcula la probabilidad de que un alumno matriculado en Fisica obtenga como

" nota final un sobresaliente.
2. Sabiendo que un alumno ha obtenido un sobresaliente como nota final en Fisica,
¢ccudl es la probabilidad de que le hubiesen asignado al profesor C?

E  Secumple:
PAY=PB)=P(C)=1/3
P(S/AY=10.3
P(S/B)=10,28
P(S/ICy=10,35

@ <— P(ANS)=P(A)- P(S/A)—— 03=0,1
< .

0,28 < P(BNS)=P(B)-P(S/B)= —-028 0,093

B<
S
0,35 @ <— P(CAS)=P(C)-P(/C) =%-0,3S =0,117
c<
S

1. Prcbabilidad total de obtener sobresaliente:

P(S) = suma de las probabiiidades de los caminos posibles = 0,1 -+ 0,093 + 0,117 = 0,31

2. Probabiiidad a pesteriori:

P(C/S) = (probebilidad del camino favorable) / (probabifidad total) = 0,117/ 0,31 = 0,377

11-
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1. Tenemos una umna con nueve bolas numeradas de 1 al 9. Realizamos el experimento consistente
en sacar una bola de la urna, anotar el nimero y devolverla a la urna. Consideramos los siguientes
sucesos: A = “salir un ntimero primo”™y B = “salir un ntmero cuadrado”.

a) Determina los sucesos AUB v AnB

b} ¢Son compatibles los sucescs A y B?

¢} Encuentra los sucesos contrarios de A, B, AUB y AnB

d) Comprueba las leyes de De Morgan

2. Comprueba si la funcién P define una probabilidad en E = {A, B, C, D}:

P(A)=%~ , P(B)=%, P(C)z-z-, P(D):%

3. Sea P una probabilidad definida en E= {A, B, C}. Halla P(A), siendo:
2.PB)=P(A) y PC)=pP®B) [Sol.: 1/2]

4. Lanzamos un dado octaédrico numerado del 1 al 8. Halla la probabilidad de los siguientes
SUCesos:

a) A = “obtener nlumero par”

b) B = “obtener muitiplo de 3”

¢) C = “obtener ndmerc menor gue cinco”

d) D = “obtener nimero mayor o igual que seis”

5. Halla la probabilidad de un suceso A, sabiendo que la suma del cuadrado de esta probabilidad y

. 3
la de su contario es rE [Sol.: 1/2]

6. (PAU Sep-2001) Los atletas veteranos de un club de atletismo tienen la siguiente preferencia
referente a su participacion en distintos tipos de carreras:

-~ El70% suele participar en carreras de maratén (42 km. 195 m.)
- El175% suele participar en carreras de media maratén (21 km. 97,5 m.)
- El 13% no suele participar en estos tipos de carreras.

Se elige al azar uno de estos atletas. Calcula la probabilidad de que:
a) Suela participar en carreras de maratén o de media maratén
b) Suela participar en carreras de maratén v de media maratén
¢) Suela participar Gnicamente en carreras de maratén o Unicamente en carreras de media
maraton.
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7. (PAU Res2-2001)  La diferencia entre la probabilidad de un suceso M v la probabilidad del
contrario de otro suceso N, es — 0,3, Sahiendo que cuatre veces la probabilidad de M es igua] a tres
veces ja probabilidad de N, y que la probabilidad de la interseccién de los sucesos My N es 0,1, se
pide:

a) Probabilidad de que se verifique alguno de los sucesos M o N [Sol.: 0,6]
b) Probabilidad de que se verifigue inicamente el suceso M o (micamente el N [Sel.: 0,5]
¢) Probabilidad de que no se verifique ninguno de los dos [SoL: 0,4}
d) ¢Son independientes los sucesos M y N? Razona la respuesta [Sol.: No]

8. (PAU Sep-2000) En un experimento aleatoric, se consideran los sucesds A y B. La
probabilidad de que no se verifique A es 0,1. La probabilidad de que no se verifique B es 0,4, La
probabilidad de que no se verifiquen ni A ni B es 0,04. Halla la probabilidad de que:

1) Se fériﬁque el suceso A o se verifique el suceso B.

2) Se verifique el suceso A y se verifique el suceso B,

3) ¢ Son independientes los sucesos A y B?

9. (PAU Res2-2004)  Sobre 500 alumnos, matriculados en una determinada asignatura, 100
pertenecen al plan antiguo y el resto al plan nuevo. Del plan nuevo aprueban 240 y del plan antiguo
aprueban 60, Elegido al azar un alumno que cursa esa asignatura, Calcula la probabilidad de que: 1)
haya aprobado, 2) pertenezca al plan antiguo. 3) ¢Son independientes los sucesos “aprobar” y
“pertenecer al plan antiguo™? Razénalo. [Sol: 1)0,6 2)02 3)8i]

10. (PAU Jun-2000)  Se dispone de tres monedas. La 12 de ellas ests frucada de forma que la
probabilidad de obtener cafd &s 0,4. La 2° moneda tiene 2 cruces, y la 3* moneda también estd
trucada de modo que la probabilidad de obtener cara es 0,6. Se pide:
a) Escribir el espacic muestral correspondiente al lanzamiento de estas tres monedas,
sucesivamente, en &l orden indicado

b) Probabilidad de que se obtengan exactamente 2 cruces
c¢) Probabilidad del suceso A = “cara, cruz, cara”
d) Probabilidad de obtener, al menos, una cara

11. (PAU Sep-2006) En una clase de segundo de bachillerato hay 10 chicos y 10 chicas, la mitad
de las chicas y la mitad de los chicos han optado por la asignatura de Biologia, calcular la
probabilidad de que, elegido un alumno al azar de esa clase, 1) sea chico o haya elegido Biologia, 2)
sea chica y no haya elegido Biologia. [Sol: 1)0,75 2)0,25]

12. (PAU Jun-2003)  Una caja contiene 10 tornillos, de los cuales tres son defectuosos. Se
extraen de forma sucesiva y sin devolverlos a la caja, 4 tomillos. Caleula la probabilidad de que: 1)
Los cuatro tornillos sean buenos. 2) Al menos un tornillo, de los cuatro extraidos, sea defectuoso.

13. (PAU Sep-2004)  En una clase hay 18 chicos y 14 chicas. Un profesor saca a la pizarra
consecutivamente a tres alumnos diferentes. Calcula la probabilidad de que: 1) saque a tres chicas.
2) saque 2 una chicay 2 dos chices. [Sol.: 1)0,073 2)(,4318]

3
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14. (PAU Jun-2006) En una clase de segundo de Bachillerato compuesta por el 55 % de chicos y
el resto de chicas, practica el balonmano el 40% de los chicos y una de cada cuatro chicas. Si
elegimos al azar un alumpo de la clase: 1) ;Cuél es la probabilidad de que practique balonmano? 2)
¢ Cuél es la probabilidad de que practique balonmano y sea chica?

3) Si resulta que no practica balonmano, jcudl es la probabilidad de que sea chica?

15. (PAEG Jun-2014) En una poblacién, el 40% de los habitantes ven habitualmente la television,
el 10% leen habitualmente y el 1% ven la television y leen habitualmente.
a) Se elige un habitante al azar, jcudl es la probabilidad de que vea la television o lea

habitualmente o ambas cosas? [Sol.: 0,49]
b} Si elegimos un habitante al azar y ve la televisién habitualmente, ;cudl es la probabilidad
de que lea habitualmente? [Sol.: 0,025]

16. (PAU Jun-2004) En una determinada asignatura hay matriculados 2500 alumnos. En Junio se
presentaron 1800, de los que aprobaron 1015, mientras que en Septiembre, de los 700 que se
presentaron, suspendieron 270. Elegido al azar un alumno matriculado en esa asignatura: 1) Calcula
la probabilidad de que la haya aprobado. 2) Si ha suspend1do ja asignatura, jcudl es la probabiiidad
de haberse presentado en Septiembre?

17. (PAU Res2-2006) Los porcentajes de contenido violento que emite un determinado canal
televisivo autondmico en las diferentes franjas horarias es el siguiente. 1% por 12 mafiana, 2% por la
tarde y 3% por la noche. Si un telespectador cualquiera sintoniza un dia aleatoriamente este canal,
con igual probabilidad de franja horaria: 1) ;Cudl es la probabilidad de que no vea ningin contenido
violento? 2) Si un telespectador ha visto un contenido viclento en ese canal, ;cual es la probabilidad
de que haya sido por la mafiana? . [Sol: 10,98 2} 146]

18. (PAU Jun-2005) Juan es el responsable de un aula de informatica en una empresa y no se
puede confiar en él pues la probabilidad de que olvide hacer el mantenimiento de un ordenador en
ausencia del jefe es 2/3. Si Juan le hace mantenimiento a un ordenador éste tiene la misma
probabilidad de estropearse que de funcionar correctamente, pero si no le hace el mantenimiento
sélo hay una probabilidad de 0'25 de funcionar correctamente. 1) ;Cuédl es la probabilidad de que
. un ordenador funcione correctamente a la vuelta del jefe? 2) A su regreso, el jefe se encuenira un
* ordenador averiado, ;cudl es la probabilidad de que Juan no le hiciera el mantenimiento?

19, (PAU Sep-2005) En una oficina trebajan 4 secretarias que archivan documentos. Cada una de
ellas archiva el 40%, 10%, 30% y 20%, respectivamente, de los documentos. La probabilidad que
tiene cada una de ellas de equivocarse al archivar es 0701, 0°04, 0°06 y 0’1, respectivamente. 1)
Cuél es la probabilidad de que un documento esté mal archivado? 2) Si se ha encontrado un

documento mal archivado, ;cudl es la probabilidad de que sea debido a la tercera secretaria?
Sol: 1) 0,046 2) 0,3913]

20. (PAEG Jun-2014) En una empresa hay tres robots (A, B y C) dedicados a soldar productos. El
15% de los productos son soldados por el robot A, el 20% por el By el 65% por el C. Se sabe que la
probabilidad de que un producto tenga un defecto de soldadura es de 0,02 si ha sido soldado por el
robot A, 0,03 por el robot B ¥ 0,01 por el robot C.

a) Flegido un producto al azar, ;cudl es la probabilidad de que tenga un defecto de
soldadura?

b) Se escoge al azar un producto y resulta tener un defecto de soldadura, jcudl es la
probabilidad de que haya sido soldado por el robot A7

3.
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APENDICE: Combinatoria

Nimeros factoriales y combinatorios
Tabla de Combinatoria

s

NUMEROS FACTORIALES Y COMBINATORIOS

> Numeros factoriales

St n es un nimero entero mayor que 1, se llama factorial de n, y se simboliza por
n!, al producto de los n primeros niimeros naturales:

nf=n-(n-1} (n-2) (n-3)-..-3-2-1

Por convenio: 0!1=1 y 1!=1

Ej.) 51=5.4.3.2.1=120

> Nimeros combinatorios

m
Se llama nitmere combinatorio de indice m y orden n, y se simboliza por ( ], al
)i}

W

(Se iee “m sobre n”)

707654 7675

. |
dado por: Ejiyi_|= A =
3) 30.{7-3) 3141 314 3.2

35

» Triangulo de Pascal (o Tartaglia)

.51 ordenamos los niimeros combinatorios en filas de arriba abajo, seglin su indice, y
de izquierda a derecha, segin su orden, formaremos el tridngulo de Pascal. En él, cualquier

nimero se obtiene sumando los dos que tiene encima (los extremos siempre valen la
unidad}

Propiedades deducidas del

Fila 1 triangule de Pascal:
1 1 1 1
0} 1 . (mw(mjﬂ
Fila 2 ¢ lm)
&) () () R o
] 1. 2 . [1 =m
3 3 3 k| Fila 3 .
DO EE —> 1 e )
] } 2 3 . =
n m -

..........................................
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> Tabla de Combinatoria
Dados m elementos, podemos formar grupos atendiendo a diferentes criterios:

VARIACIONES

YARIACIONES

PERMUTACIONES

ORDINARIAS: CON PERMUTACIONES: CON COMBINACIONES:
Je )
Vi REPETICION: P, REPETICION: Crn
A8 4 Ay .
Calculadora: VR“"“ Catculadora; Fm Calcuiadora:
JInfluye e} £ £ s £
orden? sl 7 sl St St NO
:Intervienen
todos Jos . N of
elementos NO NO Si NO
en cada o - Bl ler elemento se
agrupacion? .
repite a; veces
Pueden ) - El 2° elemento se
repetirse los NG SI NO repite a; veces NO
elementos? | | 0T
Formul . m! m)  m
ormua . (m-1)(m-n+1) m mi=m-(m-1)--3.2.1 m a) ol Gm-n)l
Elementos: Elementos: Elementos: Elementos: Elementos:
1,2,3 1,2,3 1,2,3 . 1,12 1,2,3
Grupos de dos Grupos de dos | Permutaciones: Permutaciones: Grupos de dos
elementos: elementos: 123 ,132,213,231, 112,121,211 elementos:
Ejemplos 12,13,21,23,31,111,12,13, 312,321 12,13,213
32 21,,22,23,
Nitmero de 31.,32,33 Niimero de Niamero de Namero de
grupos: Nimero de erupos: grupos: Zrupos:
apos: ! |
V32=3‘226 grpos 2 P3=3|~“—*321ﬁ6 32’}:’***‘%""—=3 C32:“"“’*§"——=3
‘ VR, =3%=9 201 coa(3-2)
1°) Doce equipos de 3%y De cudntas | 5%) Cinco amigos van | 7°) ;Cudntos ntiimeros | 9°) A una reanidn
baloncesto participan | maneras s& al cine y se sientan en | de seis cifras se acuden catorce
en un campeonato. pueden colocar unz fila que sélo tiene | pueden formar con personas. Si se
(De cuantas formas dos anillos cinco butacas. ;De cuatro doses y dos intercambian saludos
podrén quedar diferentes enla | cudntas maneras treses? con apretones de
colocados los tres misma mano, podran sentarse? Sol: 15 manos entre todos
primeros clasificados | pudiendo estar Sol: 120 ellos, scudnios
al final del los dos en el 8°) ;De cuédntas aprefones de manos se
campeonato? mismo dede? 6°} En una carrera formas diferentes han efectuado?
Eiercici Sol: 1.320 Sol: 25 ciclista se han escapado | podemos colocar, en | Sok: 91
jercicios C
seis corredores y van | un estante de ocho
2°%) ;De cuantas 4°} ; Cuantas haciendo relevos en fila | plazas, tres libros 10°) De las doce
maneras se pueden quirnelas de una. ; De cuantas TOjOS, CUALTO NEgros ¥ | preguntas de que
colocar dos anillog deberiamos formas pueden I uno verde, teniendo consta una prueba de
diferentes en la misma | realizar para ordenados en la fla? en cuenta que los Biologia, se debe
mano, de modc gue no | asegurar el Sok: 720 libros del mismo contestar a ocho. ;De
estén en el mismo acierto en los color no se distinguen | cusnias formas
deda? quince partidos? entre si? podemos elegir esas
Sok: 20 Sol: 14.348.907 Sol: 280 ocho preguntas?
Sol: 495




APENDICE: Combinatoria

CIOS

S ;:ﬂdﬁs‘»f@g‘ =3t

1. (De cudntas formas distintas pueden sentarse seis personas en una fila de butacas? {Sol.: 720]

2. (De cudntas formas pueden mezclarse los siete colores del arco iris tomandolos de cuatro en
cuatro? [Sel.: 357

3. ;Cudntos nlimeros de 4 cifras diferentes se puede formar con los digitos del 1 a] 67 [Sol.: 360]

4. En una reunién de 20 trabajadores se quiere elegir un comits formado por tres personas.
¢Cudntos comités diferentes se pueden formar? [Sol.: 1,140]

3. ¢Cuéntos niimeros de tres cifras distintas, que no empiccen por 0, se puede formar con ios
digites: 0, 1,2, 3, 4, 57 [Sol.: 100]

6. En la nevera hay cinco salsas diferentes ¢De cudntas formas se pueden combinar, sabiendo que
quiero echar tres salsas en cada plato? fSol.: 10]

7. Con las cifras 4, 5y 6, jcudntos niimeros de cinco cifras pueden formarse? ;Cudntos son pares?
‘ [Sol.: 243 y 162]

8. El sistema Braille se basa en combinaciones de punto en relieve o espacio sin punto, en ZUpos
ordenados de seis posibilidades. ¢Cudntas ordenaciones posibles hay? ;Son suficientes para las
veintisiete letras, diez nimeros ¥ cuatro signos de puntuacién basicos? [Sol.: 64]

9. Un grupo, compuesto por cinco hombres y siete mujeres, forma un comité de 2 hombres v 3
mujeres. De cudntas formas puede formarse, si; A

a) Puede pertenecer a é] cualquier hombre o mujer, [Sol.: 350]
b) Una mujer determinada debe pertenecer al comité. [Sol.: 150)
¢) Dos hombres determinados no pueden estar juntos en el comité, - [Sol: 210]

10. Con las letras de la palabra EXAMEN, ;cuintas ordenaciones distintas se pueden hacer que
empiecen por vocal? [Sol.: 180]

11.-;Cuéntos ntmeros de cinco cifras distintas, que no empiecen por cero, se pueden formar con las
ciftas pares (el 0 se considera par)? ;Cudntos de ellos son mayores de 40.0007 [Sol.: 96y 72}

12. En el palo de sefiales de un barco se pueden izar tres banderas rojaé‘, dos azules y cuatro verdes.
¢ Cudntas sefiales distintas pueden indicarse con la colocacion de las nueve banderas? [Sol.: 1.260]

13. Sien un colectivo hay 10 asientos vacios, ¢De cudntas formas pueden sentarse 7 personas?

[Sol.: 604.800]
14, ;Cual es el nmero tota] de permutaciones que pueden formarse con las letras de la palabra
MATEMATICA? [Sol.: 151.200]

15, ;De cuéntas maneras se pueden ordenar en hilera todas las fichas blancas de ajedrez, si no son
distinguibles entre sf las del mismo tipo? (Por ejemplo, los 8 peones), [Sol.: 64.864.800]

-1-
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16. Una panda de cinco amigos, tres chicas y dos chicos, deciden ir al cine. Si ocupan 5 butacas

contiguas, ;de cudntas maneras se pueden sentar? ¢Y silas tres chicas quieren estar juntas?
iSol.: 120 v 36)

17. ;Cudntos caracteres se pueden formar con los puntos y rayas del alfabeto Morse, si en cada uno
entran hasta 4 de tales elementos? [Sol.: 30]

18. ;Cudntos nlimeros diferentes pueden formarse usando cuatro de las cifras 1,2,3,4,5y 6 s1las
cifras no pueden repetirse? ; Cuantos acaban en 457 [Sol: 360 y 12]

19. ;Cudntas diagonales se pueden trazar en un pentigono regular? ;Y en un heptégono‘.g :
Sol: 5 y 14

La Combinatoria es util en la resolucién de problemas de probabilidad cuando se trata de
experimentos aleatorios con resuitados equiprobables, en los que podemos emplear la
Regla de Laplace: S '

RS ' orables

cases posibles

Ej ;Cual es la probabilidad de que salgan dos caras al tirar tres monedas?
: ~ Casos posibles: VRy3=8 . - Casos favorables: 3 (ec+, cte, +cc)
Probabilidad = 2 = 0,375

20. a) ;De cuantas maneras pueden hospedarse 6 viajeros en 10 habitaciones individuales?
b) Si los viajeros se han instalado sin saber que 7 de las habitaciones tienen bafio, ;cual es la

probabilidad de que les haya correspondido a cada uno una habitacién con bafio?
[Sol.: 2) 151200 b) 1/30]

21. En una oposicién entran 20 temas, de los que salen 3 por sorteo y el opositor escoge uno para
contestar. Si un opositor se sabe 7 temas, ;cudl es la probabilidad de suspender, es decir, que no se
sepa ningun terma? [Sol.: 143/570]

22, Se bérajan 10 tarjetas numeradas del 1 al 10. ;Cusl es la probabilidad de que la primera carta
sea lan® 7? : [Sol.: 1/10)

23. Un grupo de 10 personas se sienta en un banco. ¢(Cual es [a probabilidad de que dos personas
fijadas de antemano se sienten juntas? [Sok: 1/5]

24. Se extraen cinco cartas de una baraja de 40. Haller Ia probabilidad de extraer:
a) 4 asesy una sota : : [Sol: 1/164502]
b) 3 cabailos_y dos reves [Sol.: 1/27417]

25. (PAEG Sep-2013)

En un temario para fa oposicién a una plaza hay 25 temas, de los cuales 5 son de legislacién y
el resto del contenido propio de la plaza. Cada opositor elige al azar dos temas. Obviamente, el
mismo tema no puede salir dos veces.

a) ;Cual es la probabilidad de que, de los dos temas elegidos, ninguno sea de legislacién?

’ [SoL: 19/30]

b) Si un opositor ha estudiado 10 temas de los 25, ;cudl es la probabilidad de que, de los dos
temas escogidos, al menos uno sea de los que ha estudiado? [Sol.: 7/20}

t
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UNIDAD 14: Distribuciones binomial ¥ normal

Variable Aleatoria

Distribucién de probabilidad para variables aleatorias
discretas

Distribucion binomial

Distribucién de probabilidad para variables aleatorias
continuas

Distribucién normal |
Aproximacion de la binomial a la normai

YARIABLE ALEATORIA

Las distribuciones de probabilidad son modelizaciones de las correspondientes
estadisticas de frecuencia. Las variables estadisticas de estas dejan paso a las varighles
aleatorias de aquellas, o . :

Sea E el espacic muesiral correspondiente a un experimento aleatorio. Se llama
vartable aleatoria a toda funcién que asocia un ntmero real a cada elemento del espacio
muestral E. Normalmente, las variables aleatorias suelen designarse con letras mayusculas,
mientras que sus valores coneretos, con minisculas.

Ej) Lanzamos dos monedas. Tomemos como variable aleatoria el nimero de caras

obtenido (X)
X{v.a)
cC —>»2
CX —p 1 RecorridodeX={O,1,2}
XC —» 1 X1 X2 X3
XX —F 0

Una variable zleatoria es discreta si tiene un ntmero finito de valores, En caso
contrario, se denomina continua.

Ej.) - Laasignacién en cada lanzamiento de i dado del n°® que aparece en la cara
superior es variable aleatoria discreta.
- La asignacion a cada estudiante del valor de sy altura-es variable aleatoria
continua, ya que puede tomar cualquier valor en un cierto intervalo.



UNIDAD 14: Distribuciones binomial y normal

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD PARA VARIABLES
ALEATORIAS DISCRETAS

Se llama funcion de probabilidad de una variable aleatoria X a la funcién que
asocia a cada valor de la variable (x;) su probabilidad: fix)) =P(X =x)

Se llama distribucién de probabilidad a la enumeracién, en forma de tabla o
grafica, de los diferentes valores de la variable aleatoria con sus correspondientes
probabilidades.

Ejercicio. Supongamos que hemos lanzado 240 veces un dado perfecto y hemos

obtenido los siguientes resultados: ara T 2 3 4 3 &

ndeveces | 40 39 42 38 42 39

» Resultados obtenidos (distribucién estadistica de frecuencia):

4 f b;=f/N F 048
(variable | (frecuencia | (frecuencia 3 g 1’75 C T T S TR
estadistica) | absoluta) | relativa) % 0 17 G R E

1 40 0,1667 2 0185 B - —

2 39 0,1625 £ 0,16 {—#— : )

3 42 0,1750 g 0,155 i ————

4 38 0,1583 e 0151 . T

5 42 0,1750 £ 0,145 4 : — : :

6 3% 0,1625 1 2 3 4 a 6

' i {valor de la cara)
Suma: N =240 1
x;f;
Media: z:z =y xihy =3,5099

N

Parametros

2
Varianza: sz=—z—(———x-)—— Z x5 —%)7 “Z 2hy —?2»28301

Desviacién tipica: S=+/ $2 = 1,6823

La media aritmética, X, v la desviacién tipica, S, son los pardmetros estadisticos
por antonomasia. La media es Ja medida central mas utilizada, y la desviacién tipica
es la medida de dispersidon por excelencia. Para una distribncién estadistica de
comportamiento normal, se verifican de forma aproximada los siguientes
porcentajes:

e En (X—S,%+S)est e} 68,27 % del total de datos.

e En (X -28.%+ ZS)esta el 95,45 % del total de datos,
o En (X-38,%+38)ests el 99,73 % del total de datos.
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° Resultados esperados o tedricos (distribucién de probabilidad):

X Pi 02
(variable (probabilidad) = ;
aleatoria) 5 015
1 1/6=0,166... g
2 16 g o
3 16 S s
4 1/6 ~
L 6 1/6 1 2 3 4 5 6
Suma: 1 X{ndmero asociado a fa cara)

Media (esperanza matematica); p= Z X;pj =3,5
Pardmetros ¢ Varianza: 6% = 3" (x; ~p)? p; = > xPpi—p? =216

Desviacién tipica: o = Vol = 17076

Los resultados obtenidos Y esperados tienden a confundirse cuando e}
ntimero de pruebas se hace infinitamente grande.

Ejercicio. Un Juego de azar de Iy JSeria de Criptana consiste en ganar dobie o
nada. La apuesta es de 100 € S In probabilidad de ganar es 1/3, ginteresa Jugar desde el
punto de vista ratemdtico? ; Cudnto debe valer Iy probabilidad de gapnar para que el

resultade fuese favorable gl jugador?

Sea X la variable aleatoria “ganancia”. La distribucién de probabilidad ser4: -

X pi a) Nos interesa caleular la media esperada de lag
{ganancia) | (probabilidad) ganancias (esperanza matematica):
0 2/3 2 1 200 .
200 1/3 I—L:ZXipi:O‘é“FZOO‘E:—é—KGG,G €.
Suma; 1 Como la ganancia esperada es menor que Ia apuesta,

NO interesa jugar.

b) Si la probabilidad de ganar fuera p, el juego seria favorable al jugador si la
ganancia esperada foese mayor de 100 €:

100
2000p>100 = ps i :>
p p 200 p .,



UNIDAD 14: Distribuciones binomie] y normal

DISTRIBUCION BINOMIAL: B(n.p)

Es una de las distribuciones de probabilidad discretas mds utilizadas.

» Caracteristicas.
s Hay n ensayos idénticos.
» (Cada ensayo tiene 2 resultados posible: éxito y fracaso.
s P(“éxito”) + P (“fracaso™) =1
\ RN J
p q

> Variable (X): Describe el n° de éxitos.

> Parametros.
o Media: L=n-p
» Varianza: o’ =n-p-q
® Desviacion tipica: c= m

» Funcion de probabilidad.
La probabilidad de r éxitos es: P(X = r) = (BJ pfq"t
r

Ejercicio. Un examen de tipo test consta de 10 pregunias, cada una con cuatro
respuestas posibles y solo una verdadera. Un estudiante decide contestar ol azar a todas
- ellas.

a) ;Cudl es la probabilidad de acertar 5 preguntas?
b) ;Cudl es la probabilidad de no acertar ninguna?
¢) Calcula el niimero esperado de respuestas correctas

La variable aleatoria X = “n® de respuestas correctas” sigue una distribucion
binomial: X =B(10,1/4). Portante:n=10,p=1/4,q=3/4

5 105
a) P(X=5) :{ﬂ(ﬂ G} = 0,0584

0 10
b) PX =0)= (f} : Gj @) = 0,0563
1

¢) Media (eéperanza matematica): g =n-p=10. i 25

NOTA: El ejercicio se podria hacer por el método convencional de diagrama en
darbol, pero no es deseable andarse por las ramas.



UNIDAD 14; Distribuciones binomizl ¥ normal

P(X = 1')

TABLA DE DISTRIBUCIONES BINOMIALES
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UNIDAD 14: Distribuciones binomial y normal

DISTRIBUCION .DE _PROBABILIDAD PARA VARIABLES
ALEATORIAS CONTINUAS

Una variable aleatoria continua es aquella que tiene un ntimero infinito de valores.
El estudio difiere en parte al realizado con las variables aleatorias discretas: la funcion de
probabilidad ya no estarfa formada por valores sueltos, sino que seria una curva continua
denominada funcion de densidad, en la que el cédlculo de probabilidades estd siempre

asociado a intervalos. Tiene las signientes propiedades:
( © | Bl heche de meo

s T (X) >0 poder =sociar a
. cada valor de una
» FEl 4rea total bajo la curva es la unidad. va continua la

are . . robabitidad de
e Laprobabilidad de que la variable aleatoria X tome valores en zua éste pourma, s

el intervalo|x,,X, |es el drea bajo la curva correspondiente a | justifice con la
[ 0> 1] } respon Regla de Laplace:

dicho intervalo. Se expresa asi: ) : hay_bl o?aj m‘mgﬁ
X posibles = v
< ¥ — 1/
Plx, <X <x,)= J.f(x)dx 7/
*0 X0 X1 X

» La probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor concreto es cero:

K P(X=x,)=0 (grdficamente, ¢l drea encerrada serd nula)

DISTRIBUCION NORMAL

Es uno de los patrones mds frecuentes al estudiar una variable aleatoria continua. Se
representa por N{it, G) y tiene forma de campana (campana de Gauss):

T T desviacibo

tipica

Entre todas las distribuciones
normales, hay una de interés especial
denominada  distribucién  normal
estandar: N(8,1). Su gran ventaja es
que estd tabulada. Se suele utilizar la Z
en lugar de la X.




UNIDAD 14: Distribuciones hinoyndal y normal

» Tablas para la N(0,1).

Obtenemos en ellas: P(Z < k), con k>0. En la PAU os dardn Ia siguiente tabla:

TABLA DE LA DISTREBUCION NORMAL N8, 1)
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Para hallar otrés casos, hemos de tener en cuenta:

* Eldrea encerrada es la unidad: P(~ o0 < Z < 40} =]

* Lagrafica es simétrica: P(Z <~k )= PZ2k)=1- P(Z<k)

« Pl <Z<k,)=PZ<k,)-PZ<k,) " ”
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Ejemplos:

P(Z < -3,24) = P(Z 2 3,24)=1-P(Z £ 3,24) = 1-0,9994 = 0,0006

P(Z > -0,96) = P(Z < 0,96) = 0,8315

P(1,65 < Z <2,03)= P(Z <2,03)- P(Z <1,65) = 0,9788 - 0,0505 = 0,0283

P(-1,27 < Z <1,66) = P(Z £ 1,66)- P(£ < -1,27) = P(Z < 1,66}~ [1 ~ P(Z < 1,27)] = 0,8495

» Tipificacion de la variable.
| Para calcular probabilidades en una distribucién normal N{i,o), la reducimos a

. Por tanto:

una N(0,1) mediante el siguiente cambio de variable: Z = X1
4]

_ — i — X = N (]
P(X <x,)= P(E{——“SM}P(M %o “J, donde -0
o o ¢ 7 = N(0,1)

Quitarnos . y dividimes entre & para pasar a media § y desviacién tipica 1

Ej.) Sea X =N(10,2). Calcula P(X <11)
Hacemos Z = —%—5—1—0— y convertimos la distribucion en una N{0,1). Por tanto:

11-10

P(Xsll)nP(Zs; ]zP(Zs 0,5)=0,6915

APROXIMACION DE LA BINOMIAL A LA NORMAL

La distribucién binomial B(n,p) puede a proximarse a la normal N(].L,O‘), sin mds

que tomar: p=n-p , o =+n-p-q.La bondad de [a aproximacién es tanto mejor cuanto
mayor sea n 'y cuanto mas proximeo esté p de 0,5.

Esta aproximacidn estd especialmente indicada si: n-pz5, n-q=23

CORRECCION DE YATES.

Cuando aproximamos upe distribucién binomjal mediante una normal, estamos
convirtiendo una variable discreta en una continua y, en ese caso, ia pmbabilidaé para valores
concretos de la variable es cero.

Yates estudid el problema y considerd gue una buena aproximacién para obtener
probabilidades en valores concretos de la variable, siendo esta continua, era tomar un intervalo
centrado en el valor y de longitud unided. Es decir, P(X =a)= Pla~05< X <a+ 0,5]
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Ejercicio. Segiin un estudio estadistico se sabe que el 30% de la poblacidn
prefiere un determinade canal televisivo. Elegidas 100 personas al azar, scudl es la
probabilidad de que 40 de ellas prefieran dicho canal? ¢ Y la probabilidad de que lo
. prefieran mds de 40 personas?

a) Sea X =*“n° de personas que prefieren el canal” la variable aleatoria, que sigue
una distribucion binomial: X = B(100;0,3). Por tanto:

100
P(X= 40):(40}0,340 R A X e —

v

Como n-p=100-03=3025 y n-q=100:0,7=7025, vamos a resolver esie
apartado utilizando la aproximacién de la binomial a la normal:

X = B{100;0,3) = Nfa - p,1-p-q )= N(30,+21 )= N(3054,58).

Por tanto:
Yefes Tipificacion
Y _ _
P(X = 40)| = P(39,5 < X < 40,5) L p[ 323230 5  40.5-30)
4,58 4,58

=P(2,07<Z£2,29)=P(Z £2,29)- P(Z £ 2,07) = 0,9890 — 0,9808 =| 0,0082 | <

b} Utilizamos Iz aproximacion normal: N(30;4,58)

wl _;’OJ =P(Z>2,28)=1-P(Z < 2,28)=1-0,9887 =| 0,0113

P(X > 40)|= P(Z >

B
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BIS

I. En el conocido programa de televisién ; Quieres ser millonario? un concursante he contestado
bien la pregunta de los 6.500 € Y va por la de 10.000 €. 8] falla, ganarja los 1.000 € que tiene
asegurados. Si se planta, se quedaria con 6.500 €, S acierta, obtendria 10.000 €. Considerando qie
hey 4 opciones, y sabiendo que la respuesta correcta estd entre dos de ellas, jqué le interesa mis,
sontestar o plantarse? _ [Sol.: Plantarse]

2. Tiramos 3 tnonedas. Sea X la variable aleatoria “nimerc de caras”. Obtén una tabla con las
probabilidades asociadas a cada valor de X (distribucién de prebabilidad) ¥ los pardmetros
asociados (media y desviacidn tipica) por dos procedimientos:

a} Basandote en un diagrama en drbol para asociar probabilidades,

b) Considerando que X sigue una distribucion binomial,

3. (PAU Res2-2003) Las cinco preguntas de un determinado cuestionario tienen 4 alternativas de
respuesta de las que s6lo una es correcta. Si alguien contesta al azar, caicula la probabilidad de:
1) Acertar las cinco preguntas. [Sol.: 0,0010]
I) Acertar tres preguntas y fallar las otras dos. [Sol.: 0,0879)

4. (PAU Res1-2004) La probabilidad de que un nifio en edad escolar tenga trastornos de
conducta es 0,2. Elegidos al azar tres nifios en edad escolar, calcula la probabilidad de que:

1) ningunao de los tres tenga trastornos de conducts,

2) més de uno tenga trastornos de conducta,

3. (PAU Sep-2005)  Se truca una moneda de forma que Ia probabilidad de salir cara es doble que
la de salir cruz. Si se lanza tres veces esta moneda. 1) Calcula el espacio muestral para este
experimento. 2) Caleula la probabilidad de obtener dos Crzces y una cara. [Sol.: 2) 0,2222]

6. Un jugador de baloncesto acierta siete de cada diez lanzamientos. $i lanza a canasta cinco veces,

{queé probabiiidad tiene de encestar tres de los lanzamientos? ;Y de que enceste al menos fres
lanzamientos?

7. El 10% de las bombillas de las farolas que iluminan una ciudad se funde antes de un afio, Si esta
ciundad tiene mil bombiilas, calcula el nimero medio de bombillas que deben ser reemplazadas y la
varianza, [Sob: u=100; o*=90]

8. Si la variable aleatoria X sigue una distribucion normal N(50,10), halia:

2) P(X <55) b) P(X258) o) P(X > 45) d) P(X <45) &) P45<X < 65)
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9. Un equipo de baloncesto ha obtenido en los ultimos afios unos resultados que se distribuyen
normalmente con una media de 23 victorias y una desviacién tipica de seis. Encuentra qué
probabilidad hay de que en la presente temporada gane entre 22 y 27 partidos. [Sel.: 0,3161]

10. Se sabe que la vida media de un electrodoméstico es de 10 afios con una desviacion tipica de
0,7 afios. Suponiendo que [a vida de} electrodoméstico sigue una distribucion normal, calcula:

a) La probabilidad de que un electrodoméstico dure mas de nueve affos
b) La probabilidad de que dure entre 9 v 11 afios '

11. Un tirader de dardos acierta 8 de cada diez lanzamientos, Encuentra la probabilidad de que de
50 lanzamientos acierte 45:

a) Utilizando la distribucién binomial [Sol.: 0,0295)
b) Utilizando la aproximacién de la binomial a la normal v la correccion de Yates
[Sol.: 0,0297]

12. Se ba comprobado que ¢l 70% de los alumnos de segundo de bachillerato acaban el curso en
junio. Si se elige una muestra de 200 alumnos de segundo de bachillerato al azar, sondl es la
probabilidad de que al menos 150 acaben el curso en junjo?,Y de que exactamente 150 acaben el
Curso en junio?



